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Vorwort 


A. Abſchluß des im zweiten Heft behandelten Grund- und Aufrißverfahrens 
bringt das vorliegende für Prima beſtimmte Heft zunächſt die noch von 
Profeſſor Detlefs ( 18. 12. 1927) begonnenen Anwendungen der Zweitafel— 
projeftion auf Durchdringungen und Schattenkonſtruktionen. 

Den Hauptteil bildet die Einführung in die Perſpektive. Die Perſpektive 
nimmt mehr als die übrigen Abbildungsarten eine vermittelnde Stellung zwiſchen 
Wathematik und Zeichnen ein. Ihre Bedeutung beſteht nicht nur in den rein mathe— 
matiſchen Werten, die in ihr zur Geltung kommen: Stärkung des Raumgefühls, 
der Fähigkeit, das räumlich Gegebene in ſeinen Verhältniſſen zu erkennen, ſondern 
ein weiterer Wert für den Schüler liegt darin, daß er hier die zu einer genauen zeich— 
neriſchen Darſtellung nötigen mathematiſchen Geſetze kennen lernt, die er bisher 
unbewußt oder bloß auf Grund der Erfahrung im Freihandzeichnen angewendet 
hat, und daß er damit inſtand geſetzt wird, ſeine Zeichnungen auch verſtandesmäßig 
zu behandeln. 

Die Perſpektive ſteht weiter in ſehr enger Beziehung zur Geſchichte der Kunſt. 
Die kritiſche Unterſuchung, wieweit der Künſtler bei ſeinem Werk die grundlegenden 
geometriſchen Geſetze beachtet hat, iſt ein wertvoller Beitrag zur Kunſterziehung. 
Da durch die Umkehrung der Perſpektive, die Photogrammetrie, Fäden zur Phyſik 
und durch die Anwendung der Zentralp rofektion auf die Herſtellung von Karten 
auch zur Erdkunde gefronnen werden, bildet die Behandlung der Perſpektive im 
mathematiſchen Unterricht ein wichtiges Mittel der Konzentration für eine ganze 
Reihe von Fächern. Sie ſollte daher in Prima mehr, als es bis jetzt vielleicht der 
Fall war, getrieben werden, zumal man in der Perſpektive leichter als bei den 
übrigen Abbildungsarten in verhältnismäßig kurzer Zeit zu einem befriedigenden 
Abſchluß kommen kann. 


Marburg a. d. L., im Auguſt 1928. Walther Brand. 
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S. Durchoͤringungen. 


Erklärung. 


Die tägliche Erfahrung lehrt uns, daß die Körper undurchdringlich ſind. 
Wo ein Körper iſt, kann nicht gleichzeitig ein zweiter ſein. Dieſer Satz ver⸗ 
liert ſeine Gültigkeit für die bloß in der Vorſtellung beſtehenden ſtoffloſen 
mathematiſchen Körper. Wirkliche Körper können ſich nur ſcheinbar gegen- 
ſeitig durchdringen; in Wahrheit geht ſtets nur der eine Körper durch den 
anderen hindurch. Er durchbohrt ihn daher entweder ganz oder dee nur 
mehr oder weniger in ihn ein. 


Beiſpiele. 


Einige Beiſpiele ſollen uns in die oft recht verwickelten Durchdringungs- 
aufgaben einführen und uns mit den wichtigſten Löſungsmethoden bekannt 
machen. 

Beijpiel 1. Eine Gerade g durchſticht einen Würfel. Ein- und Austritt 
der Geraden ſind in Grund- und Aufriß 5 
zu zeichnen. 

Löſung. (Fig. 1.) Die von links oben 
hinten kommende Gerade 9 durchſticht in 
S, die Deckfläche des Würfels und tritt 
aus der rechten hinteren Seitenfläche in 
Sz wieder aus. Der Aufriß 5,” des Ein- 
trittspunktes ijt der Schnittpunkt von g“ 
mit E“ 6“, der Grundriß Sy liegt ſenk— 
recht darunter auf 9“. Entſprechend ijt der 
Grundriß Są des Austrittspunktes der 
Schnittpunkt von g und CD, der Aufriß 
liegt lotrecht darüber auf 9“. Das inner- 
halb des Würfels liegende Stück S,S, der 
Geraden iſt nicht ausgezogen. 

Beiſpiel 2. Die Ebene eines Dreiecks 
durchdringt ein zweites Dreieck. Zeichne 
Grund- und Aufriß. 

Analyſis. In Fig. 2a verläuft DE zuerſt Figur J. 
über und hinter A A BC, zuletzt unter und 
vor A ABC; DE muß alſo die Ebene dieſes Dreiecks irgendwo durchſetzen. 
Dasſelbe gilt für FE. Dagegen liegt DF in beiden Riſſen außerhalb der 
Dreiecksfläche ABC, kann fie alſo nicht ſchneiden. (Dies könnte auch nicht ge- 
ſchehen, wenn nur einer der Riſſe außerhalb des gleichnamigen Riſſes der 
Detlefs, Anfangsgründe der darſtellenden Geometrie. III. 1 
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Dreiecksfläche läge; deshalb kann z. B. AB das Dreieck DEF nicht ſchneiden). 
Verwende ein Modell. 


Figur 2a, 


Figur 2b. 


Die beiden Durchſtoßpunkte werden nach Grundaufgabe 13, Heft 2, 


S. 40 beſtimmt. 


Konſtruktion. (Fig. 2b.) Man legt durch DE und FE die projizierenden 
Ebenen | Il. Die Konſtruktion iſt aus den angedeuteten Hilfsloten zur 


p 


Figur 3. 


Achſe erſichtlich. Man erhält ſo 
die Projektionen der Durchſtoß— 
punkte S, und Sz. Da die bei 
den Dreiecksebenen ſich nur in 
einer Geraden ſchneiden können, 
fo iſt 81 8 die Durchdringungs— 
linie. Sie iſt in beiden Riſſen 
ſichtbar. 

Beifpiel 3. Eine Dreiecks⸗ 
fläche PQR durchdringt einen 
Würfel. Zeichne die Durch 
dringungslinie, d. h. die 
Linien, in denen die Ebene des 
Dreiecks die Flächen des Wür⸗ 
fels ſchneidet. 

Analyſis. Fig. 3 zeigt ein 
Schrägbild der Durchdringung. 


S. Durchdringungen. 3 


Die Seiten PQ und PR dringen in 1 und 2 durch die Deckfläche in den 
Würfel ein, PQ tritt bei 3 aus der rechten vorderen, PR bei 4 aus der 
rechten hinteren Seitenfläche aus. Seite Q R liegt ganz außerhalb des Würfels. 
Die Punkte 1, 2, 3, 4 laſſen ſich wie in Beiſpiel 1 ermitteln. Es bleibt noch 
der Punkt zu beſtimmen, in welchem die Würfelkante C6 die Dreiecksfläche 
durchſticht. Dieſer Punkt 5 läßt ſich nach Grundaufgabe 13 (Heft 2, S. 40) 
ermitteln. Die Durchdringungslinien ſind 1. die Verbindungsſtrecke 12, 
2. die gebrochene Linie 3 5 4. 

Konſtruktion. (Fig. 4.) Die Beſtimmung von 1, 2, 3, 4 erfolgt wie in 
Beiſpiel 1. Um 5 zu finden, benutzen wir als Hilfsebene eine der durch 
CG gehenden vertikalen Seitenebenen, z. B. die erweiterte Ebene C6 BF. 
Sie ſchneidet PR in dem 
{con bekannten Punkte 4 
und OR in einem Punkte S, 
deſſen Grundriß S der 
Schnitt von F“ mit Q RÓ 
Ut und deſſen Aufriß S” 
durch Hinaufloten auf 0“ R" 
gefunden wird. Die Gerade 
4S iſt dann die Schnittgerade 
der Dreiecksebene mit der 
Seitenfläche und 5 (im Auf- 
riß) der geſuchte Punkt. Sein 
Grundriß fällt mit C und 67 
zuſammen. Dann ziehen wir 
die Durchdringungslinien 12 
und 354, wobei vor dem 
Ausziehen der Zeichnung zu 
überlegen iſt, welche Linien 
ſichtbar und welche verdeckt 
find. Den innerhalb des Wür— 
fels liegenden Teil des Drei— ö 

„eds laſſen wir in der Zeich— Figur 4. 
nung fort. 

Beijpiel 4. Ein Turmdach wird von zwei ſich durchdringenden regel— 
mäßigen Pyramiden mit gemeinſamer Achſe gebildet, einer quadratiſchen 
und einer achtſeitigen von größerer Höhe und kleinerer Grundfläche. Von 
den Seitenkanten der achtſeitigen Pyramide ſchneiden vier die Seitenkanten 
der quadratiſchen. Zeichne Grund- und Aufriß des Turmes. i 

Löſung. (Fig. 5.) Im Grundriß ift die Grundfläche der achtſeitigen Pyramide 
geſtrichelt; bezeichnet iſt ron ihr nur die Ecke J. Die Schnittpunkte 2, 4, 6,8 der 
Kanten beider Pyramiden ſind im Aufriß ſofort zu finden; ihre Grundriſſe 
ergeben ſich durch Herabloten. Zwiſchen ihnen liegen die Schnittpunkte 1, 3,5, 7 
der übrigen Seitenkanten der achtſeitigen Pyramide mit den Seitenflächen 
der vierſeitigen. Da dieſe vier Punkte in gleicher Höhe liegen, genügt es, 
zunächſt einen von ihnen, z. B. 1, den Schnittpunkt von S.J mit der Fläche 
| 15 
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S,A B, zu ermitteln. Als Hilfsebene dient der vertikale Achſenſchnitt SS, Z, 
der das Dreieck S,A B in feiner Symmetralen S,E ſchneidet. 77 iſt die Mitte 
von AB, So ergibt ſich zuerſt der Aufriß von 1 als Schnittpunkt von Sy” E“ 


Figur 3. 


mit Sy’ J, dann der Grundriß durch 
Herabloten. Die Aufriſſe von 3,5, 7 
werden durch die Parallele durch 1 
zur Bildachſe, die Grundriſſe durch 
Herabloten gefunden. Die Durch- 
dringungslinie 123456781 er- 
ſcheint im Aufriß als geſchloſſene 
Zickzacklinie, im Grundriß als ein 
nicht ganz regelmäßiges, aber in— 
bezug au’ eine beliebige Diagonale 
ſymmetriſches Achteck. 

Die vorſtehenden Beiſpiele zeigen, 
daß die Ermittelung der Durch— 
dringungsfiguren ebenflächiger Kör— 
per zurückgeführt werden kann auf 
die Beſtimmung von Eintritt und 
Austritt einer Geraden in einen bzw. 
aus einem Körper. Das darauf be— 
ruhende Verfahren beſteht alſo darin, 
daß man 1. die Grund- und Aufriſſe 
beider Körper zeichnet, ohne auf eine 
etwaige Durchdringung zu achten, 
2. diejenigen Kanten jedes der beiden 
Körper herausſucht, welche eine oder 
mehrere Flächen (auch Kanten) des 
andern Körpers treffen könnten, 
3. die Durchdringungspunkte dieſer 
Kanten ermittelt und 4. die ge= 
fundenen Punkte richtig verbindet. 
Dieſe Methode wird das Kanten— 
verfahren genannt. 

Eine andere Methode, das Flä— 
chenverfahren, beſteht darin, daß 
man die Schnittgeraden der Flächen 
des einen Körpers mit den Flächen 
des anderen beſtimmt. Soweit dieſe 
Schnittgeraden innerhalb beider ein— 
ander ſchneidenden Flächen liegen, 
gehören ſie der Durchdringungslinie 
der beiden Körper an (3. B. 12,35, 


5 4 in Fig. 4, 1 2 in Fig. 5). Ihre Schnittpunkte find die Ecken der meiſtens 


gebrochenen Durchdringungslinien. 


Das folgende Beiſpiel ſoll die Anwendung des Flächenverfahrens zeigen: 


S. Durchdringungen. o 


Beijpiel 5. Ein Satteldach mit altdeutſchem Giebel wird von einem 
niedrigeren Manſardendach durchdrungen. Die Grundflächen beider Dächer 
liegen in derſelben Ebene (II) und ihre Streichlinien ſtehen aufeinander 
ſenkrecht. 

Löſung. Fig. 6 zeigt die beiden Dächer mit den bei ihrer Konſtruktion bee 
nutzten in II, umgelegten Giebelflächen. Die vier Dachflächen des Manſarden⸗ 


. R N 1 
Figur 6. Sc! 


daches durchſchneiden die beiden Dachflächen des Satteldaches in zwei ſym— 
metriſch zum Dach irſt liegenden Linienzügen, deren einer 1 2 3 4 5 iſt. 
Die Ermittelung der Schnittlinie zweier Ebenen wurde in Heft 2, S. 38 
behandelt. Wir erhalten die Schnittlinie, indem wir als Hilfsebenen zwei 
Horizontalebenen benutzen, welche die beiden anderen Ebenen in Höhen— 
linien (oder Grundſpurparallelen) ſchneiden. Die beiden Schnittpunkte der 
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Höhenlinien beſtimmen die geſuchte Schnittgerade der beiden Ebenen. Als 
Horizontalebenen kommen in unſerem Falle 1. Il, 2. die Ebene SS,QQ, 
3. die Horizontalebene durch RR, in Betracht. TI, ſchneidet AA,CC, in A A1, 
PP,QQ, in PP, und TT,SS, in TT,, alſo find die Schnittpunkte 1 und 5 
Punkte der geſuchten Durchdringungslinie. Ihre Aufriſſe liegen auf der Achſe. 
Die zweite Horizontalebene ſchneidet AA,CC, in der Spurparallelen UU,, 
deren Aufriß ““ ;“ iſt und deren Grundriß 0, durch Herabloten ge— 
funden wird. Durch den Schnitt von U U, mit QQ, und SS, ergeben ſich 
die Punkte 2 und 4 zuerſt im Grundriß und durch Hinaufloten auch im Aufriß. 
Die dritte Horizontalebene liefert in derſelben Weiſe in AA,CC, die Spur⸗ 
parallele VV, und durch fie den Punkt 3. Die gebrochene Linie 12345 
iſt die eine Durchdringungslinie. Die andere auf der verdeckten Seite des 
Satteldaches wird ganz entſprechend gefunden. 

Probe: Die beiden Durchdringungslinien müſſen im Grundriſſe ſymmetriſch 
zum Dachfirſt CC, liegen. 

Die folgenden Beiſpiele zeigen, wie man häufig bei Durchdringungen 
ebenflächiger und krummflächiger ſowie zweier krummflächigen Körper ver- 
fährt. 

Beiſpiel 6. Ein Kirchturm von quadratiſchem Grundriß hat ein kegel— 
förmiges Dach. Der Grundkreis des Kegels iſt gleich dem Umkreis des Qua- 
drates, und die vier Seitenflächen des Turmes erſtrecken ſich bis an den Kegel— 
mantel. Zeichne Grund- und Aufriß. 

Löſung. A BCD in Fig. 7 iſt die Grundfläche des Daches, EFS ein Achſen— 
ſchnitt des Kegels. Um Punkte der hier krummen Durchdringungslinie, d. h. 
der Schnittkurven der nach oben erweiterten Seitenflächen des Turmes 
mit dem Kegelmantel zu erhalten, benutzen wir Horizontalſchnitte, die 
ſowohl den Kegelmantel als auch die erweiterten Seitenflächen ſchneiden. 
Der unterſte dieſer Horizontalſchnitte iſt die Grundfläche des Daches. Auf 
ihr liegen die tiefſten Punkte ABCD der Durchdringungslinie. Ein zweiter 
folder Horizontalſchnitt ijt PQ. Er ſchneidet den Kegelmantel in einem 
Kreiſe mit dem Durchmeſſer PQ, deſſen Aufriß die Strecke “0 der Auf- 
rißfigur ijt. Der Grundriß iſt ein Kreis um M” mit dem Durchmeſſer P’Q’. 
Die erweiterten Seitenflächen des Turmes werden von dem Horizontal- 
ſchnitt in einem Quadrat geſchnitten, deſſen Grundriß ſich mit A’ B’C’D’ 
deckt. Die Schnittpunkte 1, 27572. 8 des Kreiſes mit den Seiten des 
Quadrates gehören ſowohl dem Kegeldach als den erweiterten Turmflächen 
an, ſind alſo Punkte der Durchdringungskurve. Zeichnet man ſo eine Reihe 
von Horizontalſchnitten, ſo kann man eine hinreichende Zahl von Punkten 
der Durchdringungslinie erhalten. Ihre höchſten Punkte (Scheitel) GH JK 
liegen in gleicher Höhe lotrecht über den Mitten der Seiten des Grundflächen- 
quadrates auf dem Horizontalkreis, deſſen Grundriß der Inkreis des Grund— 
rißquadrates iſt, und deſſen geradliniger Aufriß durch Heraufloten gefunden 
werden kann. 

Die im vorhergehenden Beiſpiel benutzte Methode kann allgemein als 
das Schnittverfahren bezeichnet werden: Man legt durch die Körper 
eine hinreichende Anzahl von Ebenen, welche beide ſchneiden. Die ge— 
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meinſchaftlichen Punkte der 
beiden Schnittlinien gehören 
den Oberflächen beider Kör⸗ 
per an und ſind ſomit 
Punkte der Durchdringungs- 
linie. Die Schnitte ſind ſo 
zu wählen, daß die Schnitt⸗ 
linien beider Oberflächen 
leicht gezeichnet werden kön⸗ 
nen, alſo nach Möglichkeit 
Geraden oder Kreiſe ſind. 
Es brauchen durchaus nicht 
immer Horizontalſchnitte zu 
ſein, auch vertikale oder gar 
ſchiefe Schnitte können in 
Betracht kommen. Im fol⸗ 
genden Beiſpiele wollen wir 
Vertikalſchnitte benutzen. 
Beiſpiel 7. Ein halbzylin⸗ 
driſches Tonnendach wird von 
einem dicken zylindriſchen 
Fabrikſchornſtein durchdrun⸗ 
gen. Die Durchdringungs— 
kurve zu konſtruieren. 
Löſung. Fig. 8 zeigt Dach 
und Schornſtein in allge— 
meiner Lage. Von dem 
Schornſteingrundriß liegt ein 
kleiner Teil außerhalb des 
Daches, das alſo vom Schorn— 
ſtein nicht völlig durchdrun⸗ 
gen, ſondern nur „ange— 
ſchnitten“ wird. Infolge— 
deſſeniſtdie Durchdringungs— 
kurve nicht geſchloſſen. Sie 
beginnt in 1 und endigt in 9 
an der vorderen Dachtraufe. 
Um weitere ihrer Punkte zu 
finden, verwenden wir verti⸗ 
kale Schnitte parallel zur 
Streichrichtung des Daches 
(parallel zu den Achſen beider 
Zylinder). Einſolcher Schnitt 
iſt z. B. die Vertikalebene 
durch U,U,. Sie ſchneidet 
das Dach in der horizon⸗ 
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talen Seitenlinie U,U,, den Schornſtein in den beiden vertikalen Geiten- 
linien V 2 und W8. Um aus U, und U, die Aufriſſe U,” und U“ zu ere 
mitteln, benutzen wir die umgelegte halbkreisförmige rechte Giebelfläche 
des Daches. Auf dem Halbkreiſe finden wir (U,) [U U, | BC] und damit 
die Höhe U, (U:) von Us. U,” liegt lotrecht über U, und hat von der Achſe den 
Abſtand U, (La). U,” liegt in derſelben Höhe wie U.“ und lotrecht über 
U,. U“ U“ ijt der Aufriß der Schnittgeraden der Vertikalebene mit der 
Oberfläche des Daches. Von den beiden vertikalen Schnittgeraden mit dem 


Figur 8. 


Schornſtein find die Grundriſſe V und W befannt. Die Aufriſſe find Sent: 
rechte in ““ und W” zur Achſe. Ihre Schnittpunkte 2 und 8 mit U, U, find 
zwei Punkte der Durchdringungskurve. So kann man beliebig viele Punkte 
dieſer Kurve finden. Gleichzeitig ergeben ſich jedesmal Punkte der Giebel— 
aufriſſe (z. B. U,” und Ux”), Beſonders hervorzuheben find außer 1 und 9 
die Maxima 4 und 6 der Kurve (auf der Scheitellinie des Daches), das Mini- 
mum 5 (auf der Höhenlinie des Daches, die der Schornſtein berührt), ſowie 
die am weiteſten nach links (3) und nach rechts (7) liegenden Punkte, die wir 
zuerſt im Grundriß durch den zur Bildachſe parallelen Durchmeſſer PO 
des Schornſteingrundriſſes finden. Durch P und Q werden dann Vertikal- 
ſchnitte gelegt und 3 und 7 wie die übrigen Kurvenpunkte beſtimmt. 
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Übungsaufgaben. 


1. Eine gegebene Gerade g durchſticht a) ein ſenkrechtes vierſeitiges Prisma; b) einen 
ſenkrechten Zylindermantel; c) eine dreiſeitige Pyramide; d) einen Kegelmantel; 
e) eine Kugel. Zeichne Grund- und Aufriß. 


Anleitung. Lege durch g eine Hilfsebene, die mit dem durchſtochenen Körper einen 
leicht zu zeichnenden Schnitt ergibt. Die Schnittpunkte der Geraden mit der Schnitt— 
figur ſind die geſuchten Stichpunkte. Als Hilfsebene benutze bei a), b) und e) die 
horizontal projizierende Ebene der Geraden, bei c) und d) die durch g und die Spitze 8 
der Pyramide oder des Kegels gelegte Ebene. Man erhält ihre Grundſpur als Ver— 
bindungslinie der Grundſpur von g mit der Grundſpur irgendeiner von S durch 9 
gezogenen Geraden. Durch die Schnittpunkte der Grundſpur der Hilfsebene mit den 
Grundkanten des Körpers findet man die Schnittfigur der Hilfsebene mi dem Körper. 
Bei o) lege die Hilfsebene mit g und die Schnittfigur in II, um, wobei die Stichpunkte 
in der Umlegung unmittelbar zu erkennen ſind. 

2. Zeichne die Durchdringung a) eines Dreiecks und eines Parallelogramms, b) zweier 
Parallelogramme. 

3. Ein Dreieck dringt in eine vierſeitige Pyramide ein. Zeichne Grund- und Aufriß. 

4. Ein prismatiſcher Schornſtein von rechteckigem Querſchnitt durchdringt die eine 
Fläche eines Satteldaches. Zeichne Grund- und Aufriß. 

5. Ein ſattelförmiges Kirchendach wird von einem Turm (ſog. Dachreiter) in Geſtalt 
eines regelmäßigen ſechsſeitigen Prismas mit Pyramidendach durchdrungen. Zeichne 
Grund- und Aufriß. 

6. Eine quadratiſche Pyramide wird von einem ſenkrechten quadratiſchen Prisma 
durchbohrt. Die Achſen beider Körper fallen zuſammen, die Grundkanten des Prismas 
bilden mit den Grundkanten der Pyramide Winkel von 450 und ſind halb ſo lang wie die 
Grundkanten der Pyramide. Zeichne Grund- und Aufriß. 

7. Zeichne die Durchdringung zweier kongruenter regelmäßiger ſechsſeitiger Pyra— 
miden mit gemeinſchaftlicher Achſe, deren Grundflächen um 30° gegeneinander bete 
dreht ſind. 

8. Auf einer quadratischen Grundfläche liegen zwei horizontale Halbzylinder (Tonnen— 
dächer), deren Achſen die Mittelparallelen des Quadrates ſind. Zeichne die Durchdringung 
ihrer Mäntel. (Kreuzgewölbe.) Anl.: Es fei keine der Zylinderachſen der Bildachſe 
parallel. Als Hilfsebenen dienen Horizontalſchnitte. 

9. Ein Zylinder mit ſenkrechter Achſe wird von einem andern mit wagerechter Achſe 
durchdrungen. Zeichne die Durchdringungslinie, wenn die Achſen beider Zylinder ſich 
ſchneiden und a) beide Zylinder gleich dick ſind; b) der zweite Zylinder dünner iſt als 
der erſte. 

10. Zeichne die Durchdringungskurve zweier Sandkegel von a) gleicher, b) ungleicher 
Höhe. Böſchungswinkel wx = 450, Anl. Als Hilfsebene benutze Horizontalebenen. 

11. um einen zylindriſchen Schornſtein herum wird Koks aufgeſchüttet, deſſen 
Böſchungskegel (wx 500) abgeſehen von der Durchdringung durch den Schornſtein 
nicht verändert wird. Zeichne die Durchdringungskurve, wenn die Achſen beider Körper 
nicht zuſammenfallen. 
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12. Ein halbkugeliges Kuppeldach wird von einem zylindriſchen Schornſtein durch— 
drungen, deſſen Achſe nicht durch den Kugelmittelpunkt geht. Zeichne die Durch— 
dringungskurve. 

13. Durch einen Böſchungskegel aus Sand (& = 450) ift ein zylindriſches wagrechtes 
Rohr geſteckt, fo daß die Rohrachſe die Kegelachſe ſchneidet. Zeichne die Durchdringungs— 
kurve. 

14. Eine auf dem Boden liegende Kugel iſt teilweiſe durch einen höheren kegel— 
förmigen Sandhaufen (Böſchungswinkel 450) verſchüttet. Zeichne die Durchdringung. 

15. Durch ein halbkugelförmiges Kuppeldach geht ein horizontales Rohr. Zeichne 
die Durchdringung. 

16. Um eine quadratiſche Säule iſt Sand aufgeſchüttet, deſſen Böſchungskegel die— 
ſelbe Achſe hat wie die Säule. 

17. Zeichne die Durchdringung eines ſenkrechten regelmäßigen Prismas und eines 
ſehr ſpitzen Kegels von größerem Durchmeſſer, wenn die Achſen beider Körper zuſammen— 
fallen und der Kegel der durchdringende Körper iſt. (Zugeſpitzter Bleiſtift.) 

18. Zeichne ein ſattelförmiges Kirchendach mit daraufſitzendem zylindriſchen Turm, 
(ſog. Dachreiter). 


1. Schattenkonſtruktionen. 


Einleitung. 

Die Anſchaulichkeit einer Rißzeichnung wird durch die Hinzufügung der 
Schatten der gezeichneten Körper ſehr erhöht. Die Zeichnung erſcheint 
dadurch plaſtiſcher (körperlicher). Bei Grund- und Aufriſſen nimmt man 
dabei der Einfachheit wegen gewöhnlich an, daß die Beleuchtung durch die 
als parallele Geraden betrachteten Sonnenſtrahlen geſchieht, und daß dieſe 
in einer beſtimmten Richtung von vorn oben links auf die gezeichneten Körper 
fallen. Es werden dann die der Sonne zugekehrten Flächen des Körpers 
mehr oder weniger hell, während die anderen dunkel erſcheinen (Eigen- 
ſchatten). Die Grenzlinie zwiſchen dem beleuchteten und dem unbeleuchteten 
Teil der Körperfläche heißt die Lichtgrenze. Sie iſt identiſch mit dem in 
Heft 1 S. 45 beſprochenen wahren Umriß des Körpers für ein Auge, das den 
Körper aus unendlicher Entfernung in der Richtung der Lichtſtrahlen erz 
blickt. Der dunkle Raum hinter der Lichtgrenze heißt der Schattenraum. 
Der Schnitt dieſes Schattenraumes mit den undurchſichtig gedachten Bild— 
ebenen wird Schlagſchatten genannt. Dieſer entſpricht dem auch Heft 1 
S. 45 erwähnten „ſcheinbaren Umriß“ des Körpers. Bei der Zeichnung des 
Eigenſchattens und des Schlagſchattens eines Körpers verzichten wir auf 
die Wiedergabe der verſchiedenen, durch die verſchiedenen Einfallswinkel 
der Lichtſtrahlen bedingten Helligkeitsgrade der beleuchteten Körperſeite, 
ſowie der ebenfalls verſchiedenen Schattentöne, die gewöhnlich durch fremdes, 
von verſchiedenen Seiten kommendes zerſtreutes Tageslicht entſtehen. Wir 
zeichnen alſo die vom Licht getroffenen Flächen gleichmäßig hell, die be— 
ſchatteten gleichmäßig dunkel. 
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Schlagſchatten eines Punktes und einer Geraden. 
Beiſpiele. 


Beiſpiel 1. (Grundaufgabe.) Der Schatten materieller Punkte iſt zu 
konſtruieren. Die Richtung der Lichtſtrahlen ſei durch Grund- und Aufriß 
eines Strahles gegeben. 

Analyſis. Fig. 9a zeigt im Schrägbilde zwei Punkte A und B, die in 
verſchiedenen Abſtänden von den (undurchſichtigen) Bildebenen liegen. Der 
Pfeil deutet die Richtung der 
parallel von vorn links oben 
kommenden Lichtſtrahlen an. 
Die durch A und B parallel zum 
Pfeil gehenden Strahlen a und 
b treffen die Bildebene in A, 
und B,, Dieſe Punkte find die 
Schlagſchatten der gegebenen 
Punkte, und zwar liegt A, in 
Th, Bo in Ilz. A, ift ein „Bodene 
chatten“, B. ein höher ges 
legener „Wandſchatten“. Wäre 
die Aufebene durchſichtig, ſo 
würde in B, ein Bodenſchatten Figur 9a. 
von B entſtehen. Man erkennt, 
daß die Schlagſchatten ſchiefe Parallelprojektionen der gegebenen Punkte 
auf II, oder lla oder mit anderen Worten die Grund- oder Aufſpuren der 
durch die gegebenen Punkte gezogenen Lichtſtrahlen find. Sind nun Grund- 
und Aufriß eines Licht⸗ 
ſtrahls gegeben, ſo kann 
man die Riſſe des durch 
jeden Punkt gehenden 
Strahles zeichnen nach 
dem Satz, daß parallele 
Geraden parallele Riſſe 
haben. Die Spuren findet 
man ſodann nach Grund— 
aufgabe 3 (Heft 2 S. 16). 

Konſtruktion. Fig. 9b. . 
Der Einfachheit wegen Figur 9. 
werde ſtets die an ſich 
beliebige Richtung der Lichtſtrahlen ſo feſtgelegt, daß ihre Riſſe mit der 
Bildachſe nach links Winkel von 45° bilden. Man ziehe alſo durch A’ und 
A, die Geraden a’ und 4“ unter 45° Neigung gegen die Achſe. Sie find die 
Riſſe des durch A gehenden Lichtſtrahles. Seine Grundſpur A, liegt 1. auf 
dem Grundriß a’, 2. auf der Vertikalen im Achſenſchnittpunkte von a”. 
A, ift der Schlagſchatten von A. Die ebenfalls konſtruierte Aufſpur A, 
liegt in dem unteren, durch II, verdeckten Teil von IIe. Sie würde nur dann 
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der Schlagſchatten ſein, wenn IT, vollkommen durchſichtig und I, undurche 
ſichtig wäre, und kann als ſcheinbarer Schatten im Gegenſatz zum wirklichen 
Schatten A, bezeichnet werden. Beim zweiten Punkt B findet man durch 
dieſelbe Konſtruktion wie bei A, daß der wirkliche Schatten B. in Il, liegt. 


Figur 10 a. Figur 70 b. 


Beijpiel 2. (Grundaufgabe.) Den Schatten einer gegebenen materie 
ellen Strecke AB zu konſtruieren. 

Analyſis. In Fig. 10a—e 
ſind die drei möglichen Fälle 
im Schrägbild gezeichnet: 

a) Der Schatten fällt ganz 
in Il, (Grundſchatten); 

b) der Schatten fällt ganz in 
Il, (Wandſchatten); 

e) der Schatten fällt teils in 
II teils in Ila. 

a) Der Schatten einer Geraden 
muß als Parallelprojektion der 
Geraden wieder eine Gerade 
ſein. Es genügt daher, nach Bei— 
ſpiel 1 die Schatten A, und 5. 

Figur 70 c. der Endpunkte A und B zu fon- 

ſtruieren, jo ijt A, B, der geſuchte 

Schatten. Cr ijt die Grundſpur der durch AB und die AR ſchneidenden 
Strahlen beſtimmten „Schattenebene“ AB A, B,. 

b) Auch hier genügt es, die Schatten A, und B, der Endpunkte zu konſtru⸗ 
ieren und zu verbinden. Der Schatten A, B, iſt die Aufſpur der Schatten- 
ebene AB A,B;. 
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o) Hier beſteht der Schatten aus beiden Spuren der Schattenebene, die 
ſich in einem Punkte Sa der Achſe ſchneiden müſſen. Es find alſo die Spuren 
A, Bi und A,B, der durch die Parallelen a und b beſtimmten Schattenebene 
zu konſtruieren. 


8 


Figur 77 a. Figur IIb. 


Konſtruktion. Die Figuren 11a 一 ce entjprechen den drei in der Analyſis 
angegebenen Fällen. N 

a) Konſtruiere wie in Beiſpiel 1 die Grundſpuren A, und B, der durch 
A und B gehenden Strahlen a und b, fo ijt A,B, die Grundſpur der 
Schattenebene und ſomit der geſuchte Schatten. 

b) Konſtruiere wie in Beiſpiel 1 
die Aufſpuren A, und B, der 
Strahlen a und b. A,B, ijt der gee 
ſuchte Schatten. 

©) Konſtruiere beide Spuren s, 
und s, der Schattenebene. Ihr 
Schnittpunkt 5, muß auf der Achſe 
liegen. A, Sp iſt der Grundſchatten, 
52 Si. der Wandſchatten. Die Ver— 
längerungen B, Sp und 4812 find || 
ſcheinbare Schatten. Figur Je. 


Affinität des Grund- und Aufſchattens. 


Iſt S (Fig. 100) der Punkt der Strecke AB, deſſen Schatten Sig iſt, 
Jo iſt A,S\. : BI & = AzSp : By Sis. Dieſe Proportion bleibt beſtehen, 
wenn II, heruntergeklappt wird (Fig. 11 0). Es iſt alſo A A Sa Aa» BISI2 Bz, 
woraus folgt, daß A,A, [ BiB fein muß. Betrachten wir A, und A, 
ſowie B. und B, als entſprechende Punkte des Grund- und Aufſchattens, 
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ſo ſind alſo die Verbindungslinien entſprechender Punkte beider Schatten 
parallel. Da ferner die entſprechenden Geraden A,B, und A,B, ſich auf 
der Bildachſe (in Sie) ſchneiden, jo find die beiden Schatten der Strecke 
AB affin. Die Affinitätsrichtung iſt durch die Richtung der Lichtſtrahlen 
beſtimmt. Affinitätsachſe iſt 
die Bildachſe. 

Beiſpiel 3. Den Schatten 
eines gegebenen undurchſich— 
tigen Dreiecks ABC zu zeich⸗ 
nen. 

Löſung. Fig. 12a und b. 
Der Schattenraum des Drei— 
ecks iſt ein dreiſeitiges Prisma 
AAB BIC Ci. Der geſuchte 
Schlagſchatten ijt die Schnitt» 
figur dieſes Prismas mit II, 
A 9 und II.. Man beſtimmt zus 

PYCHA nächſt A, und B. in II.. Der 

(wirkliche) Schatten C, von C 

fällt hier auf IIa. Die Schatten A,B, von AB, A,SC, von AC und B,TC, . 

von BC werden wie in Beijpiel 2 ermittelt und begrenzen den Schlag— 

ſchatten der Dreiecksfläche. Ein Teil des Schattens wird hier durch die 
Dreiecksfläche verdeckt. 


Aus der Bemerkung zum vorigen Beiſpiel folgt, daß die (vollſtändigen) Grund- und 
Aufſchatten des Dreiecks (A, B,C, und 4 B;C5), wie überhaupt jeder ebenen oder wind— 
ſchiefen Figur, affin ſind. Dieſe 
Beziehung iſt für Proben und 
verwickelte Schattenkonſtruktionen 
von großem Nutzen. Mache die. 
Probe an Fig. 12b nach Ermitt- 
lung der dort noch fehlenden 
Aufſchatten A, und By, Iſt das 
ſchattenwerfende Vieleck eben, jo 
ſind nach Heft 2 S. 31 auch 
Grundriß und Grundſchatten ſo— 
wie Aufriß und Aufſchatten des 
Vielecks affin. Affinitätsachſen ſind 
die Grund- und Aufſpur der 
Figur 102. Vielecksebene. 


Schatten von Körpern. 


Bei einer ebenen Figur iſt in der Regel die eine Seite hell, die andere 
beſchattet (Ausnahme). Der Umriß der Figur bildet bie Lichtgrenze. Etwas 
verwickelter werden nun die Verhältniſſe bei Körpern. 
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Beiſpiel 4. Beſtimme Eigen- und Schlagſchatten eines mit einer feiner 
Achſen ſenkrecht auf der Grundebene ſtehenden regelmäßigen Oktaeders. 

Analyſis. In Fig. 13a iſt das ſchattenwerfende Oktaeder im Schrägbilde 
dargeſtellt. Der Schlagſchatten möge ganz auf die Grundebene fallen. Von 
allen ſechs Ecken find die Schatten konſtruiert. Der Schatten von F fällt 
mit 7 zuſammen. Durch Verbindung der aufeinanderfolgenden Punkte 
FB, Ci EI Di A, F entfteht der Umriß des Schlagſchattens. Dieſer ijt auf- 
zufaſſen als der Schnitt des „Schattenprismas“, — d. h. des zwiſchen 
Oktaeder und TI, liegenden prismatiſchen Schattenraumes, welcher von den 
den Körper nur ſtreifenden Lichtſtrahlen begrenzt ijt, — mit der Grundebene 
III.. Die den Umriß bildenden Kanten FB, B,C, uſw. find die Schatten 
der Oktaederkanten FB, BC uſw. Dieſe Kanten begrenzen nun den Eigen- 
ſchatten des Körpers. Die Eigenſchattengrenze wird demnach, ganz ent- 
ſprechend der Schlagſchattengrenze 7 BI CED A, von dem gebrochenen 


Figur 13 a. 


windſchiefen Linienzuge FBCEDAF (in der Figur verſtärkt) gebildet. Die 
übrigen Kanten können keine Schatten werfen, wenn der Körper une 
durchſichtig ijt, da jie entweder, wie z. B. AE, auf der hellen Seite des 
Körpers, oder wie FG in feinem Eigenſchatten liegen. Ihre Schatten würden, 
wenn fie vorhanden wären, innerhalb des Schlagſchattens fallen. Die Eigen 
ſchattengrenze und mit ihr die Geſtalt des Schlagſchattens ändern ſich mit 
der Richtung der Lichtſtrahlen. Wie ſehen ſie z. B. aus, wenn die Lichtſtrahlen 
ſenkrecht von oben kommen? Welche Ecken werfen dann keine Schatten? 


Konſtruktion. (Fig. 13b). Die Schatten ſämtlicher Oktaederecken werden 
nach Beiſpiel 1 ermittelt. Zwei von ihnen, E, und De, fallen hier auf Ile. 
Der Schlagſchatten des Körpers iſt FB,C, T ED SAF. Die Cigen- 
ſchattengrenze des Körpers iſt demnach der Kantenzug FBCEDAF, Die 
in dieſem vorkommenden Kanten gehören auf der einen Seite einer hellen, 
auf der anderen einer dunklen Fläche an. Sie begrenzen alſo den Eigen— 
ſchatten des Oktaeders. 


Bemerkung. Anſtatt, wie wir es ſoeben gemacht haben, zuerſt den Schlag⸗ 
ſchatten und aus ihm den Eigenſchatten eines Körpers zu beſtimmen, iſt es oft 
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Figur 0. 


Figur 14. 


vorteilhafter, mit der Eigen— 
ſchattengrenze anzufangen, da 
man in der Regel ja nur die 
Schlagſchatten der ihm ange— 
hörenden Ecken und Kanten zu 
ermitteln hat. In vielen Fällen 
läßt ſich aus der Anſchauung 
ohne weiteres entſcheiden, welche 
Kanten zur Eigenſchattengrenze 
gehören, d. h. von den Licht— 
ſtrahlen nur noch geſtreift wer— 
den. Iſt man dabei über irgend— 
eine Kante im Zweifel, ſo hilft 
folgendes Verfahren: Es ſoll 
3. B. entſchieden werden, ob die 
Kante BE (Fig. 13b) zur 
Schattengrenze gehörtoder nicht. 
Man nimmt auf der Kante einen 
beliebigen Punkt P an und 
zeichnet den durch ihn gehenden 
Lichtſtrahl p. Sein Aufriß kreuze 
die Aufriſſe der Nachbarkanten 
AE und BC in U” V’ und G R“, 
wobei V” und R” auf den Kanten, 
U” und Q” auf p liegen mögen. 
Nun beſtimmt man die Grundriſſe 
dieſer Punkte und unterſucht, welche 
Lagen die Punkte U und Q ſowie 
V und R im Raum zueinander 
haben. In Fig. 13b liegt U vor V 
und Q hinter R, Der Strahl p geht 
demnach vor der Kante AL, alſo 
auch vor der Fläche LA B vorbei und 
würde, wenn der Körper durchſichtig 
wäre, hinter BC und der Fläche 
EBG weiterlaufen. Beide Flächen 
ſind demnach hell und BE gehört 
nicht zur Eigenſchattengrenze. 

Beiſpiel 5. Zeichne Eigen- und 
Schlagſchatten einer auf ll, liegenden 
Kugel, wenn die Lichtſtrahlen unter 
45° Neigung gegen II, und parallel 
Il, auffallen. 


Löſung. (Fig. 14.) Die den Schatten begrenzenden Lichtſtrahlen ſind 
ſämtlich Tangenten an die Kugel. Der Schattenraum (vgl. Heft 1 Fig. 68) 
iſt ein Zylinder, der die Kugel in einem Großkreiſe A BCD berührt, deſſen 
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Ebene ſenkrecht zu den Lichtſtrahlen ſteht. Dieſer Großkreis bildet die Grenze 
des Eigenſchattens. Sein Aufriß it der Durchmeſſer A’ M“ C, fein Grund⸗ 
riß die Ellipſe A’ B'C'D', deren Mittelpunkt M” und Achſen A’C’ und B'D' 
ſich aus dem Aufriß ergeben. Die Schlagſchattengrenze iſt der Schnitt des 
Schattenzylinders mit I, alſo ebenfalls eine Ellipſe, von der beliebig viele 
Punkte als Grundſchatten von Punkten der Eigenſchattengrenze ermittelt 
werden können. Es genügt aber, die Grundſchatten A151 1 Di der Punkte 
ABCD zu beſtimmen, da fie die Scheitel der Schlagſchattenellipſe find. 


Übungsaufgaben. 


1. Konſtruiere den Schlagſchatten: 
a) einer auf II, ſtehenden ſenkrechten Strecke; 
b) eines zu Il, parallelen Dreiecks; 
c) eines zu II, parallelen Vielecks; 
d) eines zu II, parallelen Kreiſes; 
e) eines zu Il parallelen Kreiſes. 


. Konftruiere Eigen- und Schlagſchatten: 

a) eines über II, befindlichen Würfels mit horizontaler Grundfläche; 

b) eines auf II, ſtehenden Würfels (die Grundfläche gehört ſowohl dem Eigen- 
als dem Schlagſchatten an); 

c) einer ſtehenden Pyramide; 

d) eines ſenkrechten Kegels; 

e) eines ſtehenden dreiſeitigen Prismas; 

f) eines liegenden regelmäßigen ſechsſeitigen Prismas; 

g) eines Kegels; 

h) eines Kegelſtumpfes; 

i) eines ſtehenden Zylinders; 

k) eines liegenden Zylinders, deſſen Achſe | My iſt; 

1) eines zylindrischen Turmes mit Kegeldach; 

m) eines einfachen Hauſes mit Satteldach; 

n) eines Hauſes mit holländiſchem Dach; 

o) eines Turmes von quadratiſchem Grundriß mit Pyramidendach; 

p) eines zylindriſchen Turmes mit halbkugelförmigem Kuppeldach; 

q) eines Obelisken mit quadratiſchem Sockel; 

r) eines einfachen Grabkreuzes (ein Teil des Schlagſchattens fällt auf das Kreuz 
ſelbſt). a b 


w 


Detleſs, Anfangsgründe der darſtellenden Geometrie. III. w. 


Dritter Abſchnitt. 
Perſpektive (Zentralprojektion). 


A. Linearperſpektive. 


Entſtehung eines perſpektiviſchen Bildes. Elemente des Bildes. 


Die weſentliche Aufgabe der ſenkrechten Zweitafelprojektion (Rißlehre) be— 
) darin, auf der 


zweidimenſionalen Zeichenfläche ſolche Raumgebilde abzubilden, die ſtreng 
definiert werden können. Sie iſt wegen ihrer Maßtreue von beſonderer 
Bedeutung für die Technik und reicht als Werkzeichnung, auf Grund deren 
Gegenſtände wirklich hergeſtellt werden ſollen, bis ins Altertum (Vitruv). 


— 
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Dagegen liegen die erſten erfolgreichen Verſuche, Gegenſtände bewußt jo 
zu zeichnen, wie ſie dem Auge eines Beſchauers von einem feſten Punkte 
aus erſcheinen, wie es alſo heute der Schüler im Freihandzeichnen lernt, 
erſt ungefähr 400 Jahre zurück. Erſt dem Abendlande gelang die Löſung 
des Problems, bildtreue Gemälde, denen dann allerdings die unmittelbare 
Maßtreue fehlt, zu ſchaffen. Albrecht Dürer hat in verſchiedenen Stichen 
veranſchaulicht, wie man zu einem ſolchen Bilde gelangen kann: Perſpektive 
der Laute, der Vaſe, des Mannes (ſ. Abb. 1); die Glastafelmethode (Abb. 2). 
Die Glastafel iſt nämlich eine mechaniſche Hilfe zur Herſtellung derartiger 
Bilder und hat dem ganzen Verfahren den Namen Perſpektive (perspicere — 
hindurchſehen) gegeben. Sie iſt auch am beſten geeignet, eine Vorſtellung 
von dem Entſtehen perſpektiviſcher Bilder zu geben. 


| | 
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Abb. L. 


Wir ſtellen (Fig. 15) zwiſchen den Zeichner, der einen feſten Standort 
dem zu zeichnenden Körper gegenüber eingenommen hat, und den Gegen— 
ſtand die als durchſichtig angenommene Glasplatte (Fenſterſcheibe), die zur 
Bildebene, Zeichenebene wird. Sie wurde von den Begründern der Per— 
ſpektive mit Lack überzogen. Zur Vereinfachung möge der Gegenſtand nur 
mit einem Auge betrachtet werden, welches unverändert an einem Punkte 
bleibt, der Augpunkt oder das Auge heißt. Dies läßt fich praktiſch durch eine 
Viſiereinrichtung erreichen: man bringt unmittelbar vor dem Auge ein „Ab: 
ſehen“ an, wie es früher hieß, eine kleine Öffnung in einer undurchſichtigen, 
von einem Stativ gehaltenen Platte oder noch einfacher in einem Stück Papier. 
Zeichnet man nun auf der Lackſchicht bzw. der matt angehauchten oder mit 
einem kreidigen Schwamm getrübten Fenſterſcheibe den Umriß eines Dinges, 
jo wie er auf der Scheibe erſcheint, mit einem geeigneten Stift nach, jo daß 
ſich für das beobachtende Auge die gezeichneten Linien und der wirkliche 
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Umriß des Gegenſtandes decken, jo erhält man ein Bild des Gegenſtandes, 
das auf den Beſchauer einen ähnlichen Eindruck macht wie der Gegenſtand 
ſelbſt. 

Wenn ſich aber von unſerem Auge aus geſehen ein Punkt des zu zeichnenden 
Gegenſtandes und ſein „Bild“ decken, fo liegen der Punkt, fein Bild und das 


Auge auf einer Geraden, einem „Sehſtrahl“. Denken wir uns alle Sehſtrahlen 


gezogen, d. h. das Auge mit ſämtlichen Punkten des zu zeichnenden Gegen— 
ſtandes verbunden, jo ſchneiden dieſe Sehſtrahlen ſämtlich die Glastafel 
(Bildebene) in Punkten, die die Bilder entſprechender Punkte des Gegen— 
ſtandes ſind. Vom mathematiſchen Standpunkt aus iſt alſo die Perſpektive 
eine Zentralprojektion, deren Projektionszentrum das Auge iſt. Das perſpek— 
tiviſche Bild oder kurz die „Perſpektive“ eines Gegenſtandes iſt der Schnitt 


BN 


Figur 75, 


der nach den Punkten des Körpers gezogenen Projektionsſtrahlen mit der 
Zeichenebene. 

Dieſe „Linienperſpektive“ reicht in den meiſten Fällen ſchon aus, 
um durch die Geſamtwirkung aller Linien ein Bild zu erzeugen, das von dem 
Gegenſtand eine klare Vorſtellung gibt. Für eine ſtärkere Wirkung des Bildes 
muß allerdings außer der Raumwirkung noch der Einfluß der Beleuchtung 
und der Farbe, gegebenenfalls auch der Spiegelung berückſichtigt werden. 
Die Erforſchung ihrer Geſetze gehört in die Schattenperſpektive bzw. 
die Luft- oder Ton- oder Farbenperſpektive und der Spiegelperſpek— 
tive. Wir werden uns im folgenden auf die Grundlagen der Linien- (Linear) 

und der Schattenperſpektive beſchränken. 

Das Bild eines Gegenſtandes iſt außer von ſeiner eigenen Lage zur Bild— 
ebene B noch abhängig von der Lage des Auges zur Bildebene (Fig. 16). 
Die Entfernung des Auges von der Zeichenebene heißt (Aug-)Diſtanz 


oder Augweite d; der Fußpunkt des Lotes vom Auge auf die Bildebene 
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it der Hauptpunkt H der Abbildung. Durch Angabe des Hauptpunktes 
in der Augweite ijt die Lage des Auges in bezug auf die Bildebene be- 
timmt. 

Der Zeichner möge auf einer wagerechten Ebene G ftehen, die man die 
Grundebene (Grundrißebene) nennt; auf ihr befinden ſich in den meiſten 


Figur 16. 


Fällen auch die zu zeichnenden Gegenſtände. Die Grundebene fteht”aljo 


ſenkrecht zur Bildebene und ſchneidet ſie in der Grundlinie oder Achſe g. 


Die Höhe des Auges über der Grundebene iſt die Aughöhe. Hauptpunkt, 


Augweite und Grundlinie find die Konſtanten oder die feſten Elemente 
der Perſpektive; ſie ſind vor Beginn der Zeichnung feſtzulegen bzw. als 
gegeben anzuſehen. 


Das perſpektiviſche Bildfeines Punktes. 


Die Grundaufgabe der Perſpektive beſteht darin, das perſpektiviſche Bild 
eines beliebigen Punktes zu konſtruieren. 

Wir beſchränken uns dabei auf Punkte, welche hinter der Zeichenebene 
liegen, weil nur ſolche in der Malerei in Betracht kommen. 

Da das Bild eines Punktes dort liegt, wo der nach dem Punkte gezogene 
Sehſtrahl die Zeichenfläche durchdringt, ſo hat jeder Punkt im Raume, für 
den dieſer Sehſtrahl nicht parallel der Bildebene iſt, als Bild einen eindeutig 
beſtimmten Punkt im Endlichen. 


In der ſchrägen Parallelprojektion der Fig. 15 und 16 erhält man das Bild eines 
Punktes folgendermaßen: Man legt die projizierende Ebene durch A A’ ; dieſe 
ſchneidet bie Grundebene in der Geraden 5747, die Bildebene in der Senkrechten in 
8, auf g; dieſe Senkrechte ſchneidet die Gerade AP, in Py’. 
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Dagegen gehören zu jedem Punkt der Bildebene unendlich viele Punkte 


des Raumes, nämlich alle diejenigen, deren Bilder in dieſem Punkt zuſammen⸗ 


fallen. Gehört der abzubildende Punkt der Bildebene an, ſo fällt ſein Bild 


mit ihm zuſammen. Dies gilt insbeſondere für die Punkte der Grundlinie. | 
Liegt der Punkt in Aughöhe über der Grundebene (P' der Fig. 16), jo — 


verläuft der nach ihm gezogene Sehſtrahl parallel der Grundebene. Legt 


man durch ihn die der Grundebene parallele Ebene, ſo ſchneidet dieſe die Bild— 


ebene in einer Geraden, die parallel der Grundlinie ijt und als Horizont ho 
bezeichnet wird. Die Bilder aller Punkte in Aughöhe liegen alſo auf dem 


Horizont. Auf dem Horizont liegt auch der Hauptpunkt (warum?). 


Punkte des hinter der Bildebene liegenden Teiles der Grundebene, z. B. 
die Punkte P, und 2, haben ihr Bild zwiſchen Grundlinie und Horizont. 


Je weiter ſich der Punkt von der Grundlinie entfernt, um ſo mehr nähert 
ſich ſein Bild dem Horizont. (Grenzfall?) Der Horizont unſerer Zeichnung iſt 
alſo das Bild aller unendlich fernen Punkte der Grundebene; praktiſch iſt er 
das Bild der Grenzlinie einer weitausgedehnten Ebene, etwa des Meeres, 
alſo das Bild deſſen, was wir ſonſt gewöhnlich als Horizont bezeichnen. 
Punkte über der durch Horizont und Auge gelegten Horizontalebene R 
haben ihr Bild über dem Horizont. Über dem Horizont der Bildebene darf 


daher keine ausgedehnte Waſſerfläche ſichtbar ſein, unter dem Horizont 


entſprechend keine Luft. 

Um nun das perſpektive Bild eines beliebigen Punktes zu konſtruieren, 
denken wir uns den Punkt gegeben als Schnittpunkt zweier geeigneter 
Geraden. (In der analytiſchen Geometrie der Ebene iſt ein Punkt in der Regel 
beſtimmt als Schnittpunkt der beiden ſenkrechten Geraden v= a, y =D.) 
Wir müſſen alſo das perſpektiviſche Bild einer Geraden unterſuchen. 


Perſpektiviſches Bild einer Geraden. Fluchtpunkt. 
Das perſpektiviſche Bild einer Geraden g ijt, falls fie nicht durch das Auge 
hindurchgeht, wieder eine Gerade g (Fig. 17). Denkt man ſich nämlich 
nach allen Punkten der Geraden die Sehſtrahlen gezogen, ſo liegen dieſe 


ſämtlich in einer Ebene, der projizierenden Ebene (Ausnahme?). Dieſe 


ſchneidet die Bildebene in einer Geraden g, welche der geometriſche Ort 
der Bildpunkte aller Punkte der Geraden iſt. Man bezeichnet ſie als das 
Bild der Geraden. Wann iſt das Bild einer Geraden ein Punkt? 

Aber auch jede andere Gerade und jede ebene Kurve, welche in dieſer 
projizierenden Ebene liegt, hat dieſelbe Gerade g’ als Bild. Jeder Geraden 9 
entſpricht alſo zwar eindeutig eine Gerade g als Bild (Ausnahme?); aber 
zu einer in der Bildebene liegenden Geraden g gehören unendlich viele 
Geraden und Kurven, deren Bild ſie iſt. 

In der zu der Geraden g gehörigen projizierenden Ebene liegt auch der— 
jenige Sehſtrahl, der der Geraden parallel läuft. Sit F fein Schnittpunkt mit 
der Bildebene, jo ijt Fein Punkt des Bildes der Geraden, da er der Schnitt— 
linie der projizierenden Ebene mit der Zeichenebene angehört. Ein zweiter 
Punkt des Bildes der Geraden g ijt der Punkt S,, den die Gerade mit der 
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Zeichenebene gemein hat. (Vorausſetzung dafür?) Er heißt der Spurpunkt 
oder die Bildſpur der Geraden und gehört als ſolcher ebenfalls dem Bilde 
der Geraden an, da ſein Bild mit ihm zuſammenfällt. Das Bild der Geraden 
9, it alſo die Verbindungsgerade ihrer Bildſpur S, mit dem Punkte F. 
F heißt der Fluchtpunkt oder die Flucht der Geraden. Die Bildgerade 
iſt alſo durch Bildſpur und Fluchtpunkt beſtimmt, außer wenn beide Punkte 
zuſammenfallen. 

Der Name Fluchtpunkt iſt folgendermaßen zu verſtehen: Je zwei ent⸗ 
ſprechende Punkte P und P’ der beiden Geraden g, und gy liegen auf einem 


Figur 77. 


projizierenden Strahl. Bewegt ſich P mit gleichförmiger Geſchwindigkeit in der 
Richtung nach P1, P.. .., jo läuft fein Bild mit abnehmender Geſchwindigkeit 
von der Bildſpur § aus nach 77, Mit anderen Worten: Mit zunehmender 
Entfernung des Punktes P von S, nähert ſich der projizierende Strahl immer 
mehr der Parallellage zu 9. Das Bild des ſehr weit entfernten Teiles der 
Geraden g, drängt ſich alſo immer mehr in der Nähe von F zuſammen. 
F ift dann das Zentralbild des ganzen unendlich fernen Teiles der Geraden 
9, den man in den uneigentlichen Punkt oder den unendlich fernen Punkt 
der Geraden zuſammenfaßt. Das Bild flieht gewiſſermaßen beim Viſieren 
vom Auge aus nach dem entfernten Teil der Geraden. 
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Die perſpektiviſchen Bilder paralleler Geraden gehen bei hinreichender 
Verlängerung durch denſelben Fluchtpunkt. Oder: parallele Geraden haben 
denſelben Fluchtpunkt. Denn den Fluchtpunkt einer Geraden erhält man, 
indem man durch das Auge die Parallele zu der Geraden zieht. Durch einen 
Punkt im Raume iſt aber eine und nur eine Parallele zu einer Schar von 
parallelen Geraden möglich; alſo gibt es nur einen Fluchtpunkt. Umgekehrt 
gilt: Gerade, welche denſelben Fluchtpunkt haben, ſind parallel. 

Der Fluchtpunkt iſt für das Zeichnen von parallelen Geraden wichtig und 
wertvoll. Von beſonderer Bedeutung ſind die Fluchtpunkte horizontaler Ge— 
raden, die bei mathematiſchen Körpern und bei Bauwerken häufig ſind. 
Der Fluchtpunkt einer Schar von wagerechten Parallelen liegt auf dem 
Horizont, da die durch das Auge zu einer Wagerechten gezogenen Parallele 
durch den Horizont geht. Insbeſondere iſt der Hauptpunkt der Flucht— 
punkt für alle zur Bildebene ſenkrecht verlaufenden Geraden, ſogenannte 
Tafellote oder Tiefenlinien. } 


Zuſatz. Auch Ebenen haben eine Flucht (Fluchtlinie). Eine der Bildebene B nicht 
parallele Ebene Z fchneidet B in einer Geraden s, der Spur der Ebene, Legt man durch 
das Auge die zu Z parallele Ebene, fo ſchneidet dieſe die Bildebene in einer zweiten 
Geraden 7, die die Flucht von H heißt. Alle parallelen Ebenen haben dieſelbe Flucht— 
linie; insbeſondere 说 für alle wagerechten Ebenen der Horizont die Fluchtlinie.“ 


Denken wir uns den Punkt P auf der Geraden g, über die Bildſpur hinaus 
auf das Auge zu bewegt, fo verſchiebt ſich P’ auf 9, auf der Verlängerung von 
FS, über S, hinaus. Für denjenigen Punkt V der Geraden 9, in welchem 
jie die durch das Auge parallel zur Bildebene gelegte Ebene J durchſticht, 
wird der Sehſtrahl der Bildebene parallel. Das Bild von rückt alſo über 
alle Grenzen hinaus fort, es verſchwindet gewiſſermaßen. V heißt daher. 
der Verſchwindungspunkt, die Ebene J die Verſchwindungsebene. 
Wie F das Bild des unendlich fernen Punktes der Geraden g, iſt, jo entſpricht 
dem Punkte V der unendlich ferne Punkt von g,. Geht P auch über den Ver— 
ſchwindungspunkt V hinaus, jo wandert P’ aus dem Unendlichen auf der 
Verlängerung von SF auf F zu, bis im Grenzfall das Bild wieder nach F 

ällt. 

f Die Zuordnung je zweier Punkte, wie ſie hier vorliegt, heißt perſpek— 
tiv; fie iſt eindeutig. Die Geraden heißen Träger von perſpektiven Punktreihen. 
Die einfachen Teilverhältniſſe werden bei dieſer Zuordnung verändert: 
die Projektionen gleicher Strecken, z. B. Sı P, Py P,... find verſchieden 
lang; die unendlich lange Strecke 8. , „ „wird durch die endliche Strecke 
S,F abgebildet uff. Wohl aber bleibt bei dieſer Abbildung das Doppelverhält- 
nis für vier Punkte auf g, und den ihnen entſprechenden auf gy erhalten". 
Es iſt alſo z. B. 
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1) Beweis ſiehe dieſes Unterrichtswerk, Ausgabe A und ©, Geometrie 2. Teil IL. 

Abſchnitt B. 
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Das einfache Teilungsverhältnis bleibt dagegen erhalten, wenn die ge- 
gebene Gerade der Bildebene parallel iſt. Die Gerade hat dann im Endlichen 
weder eine Bildſpur (nach Vor.) noch einen Fluchtpunkt, da der durch das Auge 
gezogene Parallelſtrahl die Bildebene nicht ſchneidet. Man jagt: Bildſpur 
und Fluchtpunkt find beide unendlich fern. Da das Bild einer Geraden g, 
die Schnittgerade der durch g, und das Auge gehenden Ebene mit der Bild— 
ebene 说 说 in dieſem Fall gy U. Beweis: Angenommen 91Bwäre nicht 
parallel g,, jo müßten fie ſich, da fie in einer Ebene, der projizierenden Ebene, 
liegen, ſchneiden. Der Schnittpunkt müßte al o auch in der Bildebene 
liegen. Dann müßte g, einen Punkt mit der Bildebene gemeinſam haben, 
was der Vorausſetzung widerſpricht. a 

Unter ſich parallele Geraden, die außerdem der Bildebene parallel ſind, 
ſogenannte Tafelparallelen, haben demnach als Bilder Geraden, die 


Figur 18. 


der urſprünglichen Richtung parallel und damit auch untereinander parallel 
ſind. Die Projektionen von Geraden, die der Bildebene parallel ſind, bleiben 
alſo geometriſch parallel. Insbeſondere erſcheinen alſo Senkrechte auf der 
Grundebene, ſogenannte Höhenlinien, wieder als Senkrechte in der 
Zeichnung (ſenkrechte Kanten von Körpern). Wagerechte Parallelen zur 
Bildebene, ſogenannte Breitenlinien, erſcheinen im Bilde wieder als 
wagerechte Geraden, nämlich als Parallelen zur Grundlinie. 

Vgl. dazu die Abb. 3 und 4. Wie erklärt ſich die Konvergenz der 
ſenkrechten Kanten des Gebäudes in Abb. 47 

Da (Fig. 18) nach dem Strahlenſatz der Geometrie JA: KL=J'K : 
KL it, erfahren gleiche Strecken einer Parallelen zur Bildebene im per- 
ſpektiviſchen Bilde dieſelbe Verjüngung. Das Bild einer der Bildebene 
parallelen Figur iſt demnach der Originalfigur ähnlich. Das Auge iſt dabei 
der Ahnlichkeitspunkt. Ein der Bildebene paralleles Geviert (Quadrat) 
z. B. bildet ſich wieder als Geviert ab. 
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Abb. 4. 
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Außer für die Tafelparallelen und die Tiefenlinien laſſen ſich auch für 
diejenigen Scharen von wagerechten Geraden, die die Bildebene unter 
450 ſchneiden, leicht die Bilder finden. Zieht man (Fig. 19) zu jeder der 
beiden Scharen durch A die Parallele, die den Horizont in den Punkten D, 
und D, treffen, jo find D, und D, die Fluchtpunkte dieſer 45°-Linien. Da 
4D, und AD, ebenfalls Winkel von 45° mit der Bildebene bilden, iſt Dreieck 
D,AD, rechtwinklig⸗-gleichſchenklig, alſo HD, = HD, = AH, d. h. gleich der 


Figur 79, 


Augdiſtanz. Daher heißen D, und D, linker und rechter Diſtanz⸗ 
punkt. Das Bild einer 45%Rinie iſt dann die Verbindungslinie ihrer Bild— 
ſpur mit dem zugehörigen Diſtanzpunkt. (Fig. 20.) 

Zuſammenfaſſung. Alle horizontalen Geraden haben, ſoweit ſie nicht 
der Bildebene parallel ſind, ihre Flucht 
im Horizont. Für jede Tiefenlinie ijt . dr H Dr 


der Hauptpunkt Fluchtpunkt, für jede \ Er 
45% Linie einer der beiden Diſtanz— N 15 
punkte, das Bild einer Tafelparallelen 9 
bleibt der Raumgeraden geometriſch 
parallel. 3 8 

Aufgabe. Das Bild eines in der Figur 20. 


Grundebene liegenden Gevierts (Qua- . 
drats) zu zeichnen, von dem eine Seite in die Grundlinie fällt. Horizont, Aug— 
weite und Aughöhe ſind gegeben. 
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Fig. 21a zeigt die Konſtruktion im Schrägbild, Fig. 21b die perſpektiviſche 
Zeichnung: JK iſt gleich der gegebenen Geviert eite. Die Tiefenlinien 
JM und KL haben ihre Flucht in H, die Diagonalen (Gehren) als 45“ 


h H Dr 


Figur 21. 


Figur la. 


Linien in D, bzw. D, Man zieht aljo JH und KH, ferner JD, und KD). 
M und J find die fehlenden Ecken des Gevierts. 


Amlegung der Grundebene. 


Da häufig die Gegenſtände, die perſpektiviſch dargeſtellt werden ſollen, 
nach ihrer wahren Geſtalt und ihrer wahren Lage zeichneriſch im Grundriß 


Grundlinie 
hinter der Bildebene 


(Grundlinie) 


vor der Bildebene 


5 


Figur 22. 


guaqa|punug 


gegeben find, legt man die Grundebene ſo um, 
daß ſie mit der Zeichenebene in eine Ebene 
fällt, aber ohne daß die Grundrißfigur ſich 
mit dem perſpektiviſchen Bilde miſcht. Zu dem 
Zweck dreht man den hinter der Bildebene 
liegenden Teil der Grundebene um die Grund— 
linie um 90° auf das Auge zu und verſchiebt 
ſie dann ſo weit nach unten, bis der Grundriß 
vollſtändig unterhalb der Grundlinie erſcheint. 
Man erhält dann das nebenſtehende Schema 
(Fig. 22). 9 fällt in Wirklichkeit mit 9 zu⸗ 
ſammen; die wahre Lage der Grundebene iſt 
räumlich ſenkrecht hinter der Zeichenebene vor— 
zuſtellen. 

Anmerkung: Man kann auch den hinteren 
Teil der Grundebene nach unten drehen; dann 


treten aber die Grundrißfiguren nicht jo auf, wie jie von oben geſehen er⸗ 
ſcheinen, ſondern ſo, wie ſie von unten geſehen werden. 
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Konſtruktion der Perſpektive von Punkten der Grundebene. Anwendungen. 


Nach dieſen Erörterungen über die perſpektiviſchen Bilder von Geraden 
wenden wir uns wieder unſerem Ausgangspunkte zu: das perſpektive Bild 
eines beliebigen gegebenen Punktes zu finden. 

Wir nehmen zunächſt an, der Punkt liege in der Grundebene. Da wir den 
Punkt als Schnittpunkt zweier beliebigen Geraden auffajfen wollen, wählen 
wir zwei Gerade, deren perſpektiviſche Bilder leicht zu konſtruieren ſind. 
Wir ziehen alſo durch P die Tiefenlinie PS, und eine 45%-Linie PS, wie es 
die Figur 23a in ſchräger Parallelprojektion zeigt. Die Tiefenlinie hat als 
Spur S,, als Fluchtpunkt 1; ihr perſpektiviſches Bild iſt 
alſo S,H. Die Spur der 450,Linie iſt 82, ihr Fluchtpunkt 
D, (der rechte Diſtanzpunkt), ihr Bild S,D,. Das Bild des 
Punktes P iſt alfo der Schnittpunkt P’ von S,H und S,D,. 

Der Sehſtrahl AP wird 
alſo bei dieſer Konſtruktion 
gar nicht mehr gebraucht. 
Es iſt aber vorher nach— 
zuweiſen, daß AP’P eine 
Gerade ijt: Aus der Ahn— 
lichkeit der Dreiecke HP'D,. 
und SI P' Sz folgt: d: 8 一 
HP!: P Si. Nun it AH = 
d; PS, = s (PS,S, techte 82 nae 

Figur 23a. winklig⸗gleichſchenklig); Figur 230. 
alſo AH : PS, = HP’: 
P'S,. Da ferner AH || P Si, fo Dreieck APH PS; da HP'S, eine 
Gerade, jo auch AP'P. 

In der Zeichenebene ergibt ſich alſo folgende Konſtruktion (Fig. 23b): 
man macht S, Se, = PSı,, projiziert S, und 5, auf g, zieht S, H und 
S,Dr; ihr Schnittpunkt 说 P’. 

Anmerkung: Trägt man PS, o nach rechts auf 9, ab, ſo hat man den linken 


Diſtanzpunkt zu benutzen. 

Mit der Löſung dieſer grundlegenden Aufgabe, die verſteckt ſchon bei 
der Zeichnung eines Gevierts verwandt wurde, ſind wir in der Lage, das 
perſpektiviſche Bild einer beliebigen in der Grundebene 
gelegenen Figur zu zeichnen. Man braucht nur für jeden Punkt (bzw. 
möglichſt viele Punkte) der Originalfigur den Bildpunkt nach dem angegebenen 
Verfahren zu zeichnen. Bei geradlinigen Figuren wird man berückſichtigen, 
daß ſich Gerade wieder als Gerade abbilden und daß parallele Geraden 
oe Originalfigu: in der perſpektiven Zeichnung denſelben Fluchtpunkt 
haben. 

Aufgaben. 1. Das Bild eines horizontalen Gevierts zu zeichnen, deſſen 
eine Seite a in der Grundlinie liegt. (Fig. 24; vgl. auch die Aufgabe Seite 28.) 
Die Konſtanten der Perſpektive ſind bei dieſer und den folgenden Aufgaben 
ſtets als gegeben anzuſehen. 
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Löſung. Man überträgt M, und N, auf die Grundlinie 9 und zieht die 
Tiefenlinien und 45% Linien. Die fehlenden Ecken ergeben ſich als deren 
Schnittpunkte. 

2. Das Bild eines wagerechten Gevierts in Übereckſtellung zu zeichnen, 
wenn eine Ecke in der Grundlinie liegt. (Fig. 25.) 
isis Das perſpektiviſche Bild eines quadratiſchen Fußbodens zu zeichnen. 

ig. 26.) 

Löſung. Die erſte Reihe der Gevierte liege mit einer Seite in der Grund— 
linie. Man trägt die Geviertſeite wiederholt auf der Grundlinie g bon einem 
Punkte aus ab; die übrigen Geviertſeiten haben teils als Tiefenlinien 
ihren Fluchtpunkt in H, teils laufen fie der Grundlinie parallel. Die eine 
h Du H Dr 
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Schar der Diagonalen flieht nach 1 die andere nach D.. Man zieht alſo 
von den auf der Grundlinie liegenden Ecken der Gevierte die Geraden nach 
H und den beiden Diſtanzpunkten; ihre Schnittpunkte liefern die fehlenden 
Ecken der Gevierte. 

4. Das Bild eines wagerechten regelmäßigen Sechsecks zu zeichnen, 
deſſen eine Seite in der Grundlinie liegt. 

5. Eine Sechsecktäfelung zu zeichnen; die vordere Reihe der Sechsecke 
liege mit einer Seite in der Grundlinie. — Man erhält drei Scharen von 
parallelen Geraden (Fig. 27). 

6. Das Bild eines in der Grundebene liegenden Rechtecks zu zeichnen, 
wenn zwei Seiten der Grundlinie parallel ſind (Fig. 28). 

7. Das Bild eines in der Grundebene liegenden Gevierts in beliebiger Lage 
zu zeichnen. 


Winkel zweier wagerechten Geraden. Amlegung des Auges. 


Die Aufgabe 7 läßt ſich einfacher nach einem Verfahren löſen, welches die 
Spuren der Quadratſeiten und das ſogenannte „umgelegte Auge“ benutzt. 
Da die vom Auge aus nach den Fluchtpunkten zweier horizontalen Raum⸗ 
geraden gezogenen Geraden dieſen Geraden parallel ſind, ſo ſchließen ſie 
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auch denſelben Winkel ein wie die beiden Geraden. Jeder perſpektiviſch zu 
zeichnende Winkel kann demnach am Auge geometriſch angetragen werden. 
Es fei (Fig. 29) SK eine horizontale Gerade, die ihre Spur in S und 


Figur 29. 


ihre Flucht in F, habe. Um in S die SK unter 90° ſchneidende wagerechte 
Gerade anzutragen, iſt nach dem Vorhergehenden das Auge A mit F, zu 
verbinden, in A an 714 ein rechter Winkel anzulegen, deſſen freier Schenkel 
F Dg H f den Horizont in Ve ſchneidet; 

F,S iſt dann das perſpektiviſche 
Bild der geſuchten Geraden. 
Zur Durchführung der Kon— 
ſtruktion denken wir uns das in 
Wirklichkeit ſenkrecht zur Bild⸗ 
ebene liegende Dreieck 71A Fe 
um F als Achſe in die Ebene 
der Zeichnung umgelegt, gleich— 
gültig, ob nach oben oder nach 
unten. Iſt A, das „umgelegte“ 
Auge, fo ijt 7,4, der umgelegte 
Parallelſtrahl durch A zu SK; 
HA, die Augweite. Die in A, 
an A, Ji unter 90° getragene 
Gerade A, Fe liefert den Flucht- 
punkt F, für die Horizontale 
SF,, die perſpektiv rechtwinklig 
zu FS fteht (Fig. 30). An 
Figur 3 / der Größe des Winkels wird 
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durch das Herabſchlagen des Dreiecks nichts geändert; d. h. die am um- 
gelegten Auge nach den Fluchtpunkten wagerechter Geraden gezogenen 
Strahlen ſchließen denſelben Winkel ein wie die ihnen entſprechenden 
Geraden ſelbſt. 

Soll die Gerade SK (Fig. 31) den Winkel « mit der Grundlinie bilden, 
Jo zieht man DA, || g, macht DA,F, = « und, wenn der Winkel der beiden 
Geraden pp ijt, FRA %. = o. Die Verbindungsgeraden der Fluchtpunkte F, 
und F, mit S ergeben die Bilder der beiden Geraden. 

Auch die perſpektiviſche Teilung eines Winkels erfolgt durch geo— 
metriſche Teilung am umgelegten Auge. Um zum Beiſpiel den perſpektiviſch 
rechten Winkel FSF, der Fig. 30 zu halbieren, halbiert man FA und 
verbindet den Fluchtpunkt dieſer Halbierungslinie Dg mit S; dann ijt SDg 
die perſpektiviſche Halbierende des Winkels F, Vz., Dg führt in dieſem Falle 
den Namen Diagonalpunkt, weil, wenn SF, und SF, als Seiten eines 
Quadrats aufgefaßt werden, die Halbierungslinie des rechten Winkels und 
die Diagonale zuſammenfallen. Der Diagonalpunkt dient häufig als Kontroll- 
punkt für die Richtigkeit der Zeichnung. 

Sind umgekehrt zwei horizontale Geraden durch ihre perſpektiviſchen 
Bilder gegeben, ſo kann man aus ihren Fluchtpunkten und der Lage des 
umgelegten Auges ihren wahren Winkel finden. (Löſung?). 

Die Aufgabe 7 des vorigen Abſchnitts läßt ſich nun in folgender Weiſe 
löſen (Fig. 32): 
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Figur 39. 


Der Fluchtpunkt der beiden parallelen Seiten KJ und LM ijt der Punkt 
FP, des Horizonts, in welchem die durch das umgelegte Auge A, zu KJ ge 
zogene Parallele den Horizont ſchneidet. Entſprechend erhält man den Flucht⸗ 
punkt für die Richtung JM mit Hilfe der Parallelen durch 4% zu JM. 


Detlefs, Anfangsgründe der darſtellenden Geometrie. III. o 
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Die Spurpuntte der Geviertſeiten, d. h. ihre Schnittpunkte Sio Sz, 
mit der Grundlinie 9% werden durch Senkrechte auf g übertragen. Die Bild- 
geraden, auf denen die Geviertſeiten liegen, find dann SF, S, F, S4 Li, 
5 Ja. Sie beſtimmen in K’ L’M’ J’ das Bild des Gevierts. 

Die Prüfung der Genauigkeit der Zeichnung läßt ſich mit Hilfe des Diago— 
nalpunktes durchführen, indem man entweder durch A, die Parallele etwa 
zu JL zieht oder den Winkel FLA %: halbiert; in beiden Fällen erhält man 
den Diagonalpunkt Dg. Lotet man Sd, nach Sd auf g hinauf, jo iſt Sag 
die Bildgerade, auf welcher das Bild der Diagonale JL liegt. Sag muß 
alſo bei richtiger Zeichnung durch L’ und J’ hindurchgehen. 

Dieſe Prüfung durch Diagonalfluchtpunkte, ſoweit ſie zugänglich ſind, 
iſt ſehr einfach; man braucht in unſerem Beiſpiel nur zu prüfen, ob Sal’ 
oder Sg durch Dg geht. 

Die Durchführung der Konſtruktion iſt ein Beiſpiel dafür, daß das oben 
beſchriebene Verfahren der Konſtruktion einzelner Bildpunkte durch eine 
Tiefenlinie und eine 45°-Linie in der Zeichenpraxis nicht jo wichtig iſt, wie 
es zunächſt ſcheint. Vorteilhafter iſt es, die Spurpunkte und Fluchtpunkte 
von Geraden zu verwenden, wo es irgend geht. Die Bilder etwa der Ecken 
ergeben ſich dann aus den Bildern dieſer betreffenden Geraden. 

Aufgaben. 1. Zeichne das Bild eines rechtwinklig-gleichſchenkligen Dreiecks 
mit ſeiner Höhe zur Hypotenuſe, deſſen Spitze in der Grundlinie liegt 
und deſſen Katheten mit der Grundlinie Winkel von 30° bzw. 60° bilden. 
(Fig. 33.) 
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Figur 33. 


2, Zeichne das Bild a) eines regelmäßigen Achtecks, b) eines Rhombus in 
beliebiger Lage in der Grundebene. 
3. Entwirf eine rechteckige Fußbodentäfelung. 
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Bilder von Kurven. Das perſpektive Bild eines Kreifes. 


Auch die Bilder von Kurven, die in der Grundebene liegen, laſſen ſich 
jetzt zeichnen. Für eine Näherungskonſtruktion reicht es aus, die Bilder einer 
genügenden Anzahl von Punkten der Kurve zu beſtimmen und dieſe durch 
einen Linienzug zu verbinden. 
Häuſig wird die Konſtruktion erleichtert durch Beſtimmung der Tangenten 
in verſchiedenen Punkten und ihrer perſpektiviſchen Bilder. So beſchreibt 
man um einen in der Grundebene liegenden nicht zu großen Kreis das Ge— 
viert, von dem zwei Seiten der Grundlinie parallel ſind; um einen größeren 
Kreis zwei geeignet liegende ſymmetriſche Gevierte (regelmäßiges Achteck), ſo 
daß die Geviertſeiten Berührende des Kreiſes ſind. Als Beiſpiel diene 
(Fig. 34), das perſpektive Bild A H Dr 
eines in der Grundebene liegen— 
den Halbkreiſes zu zeichnen, deſſen 
Mittelpunkt auf der Grundlinie 
liegt. i 
Das Bild des Mittelpunktes g 
fällt in die Grundlinie; die | 
Bilder der Tiefenlinien J, 0, F 5 
K U, Moe ſind die Geraden 27 
JH, KH, MH; M,Q und MAJ 
MU als 450-Qinien haben ihre * Jo Mo Ko 
Fluchtpunkte in D, und D, und Figur 84. 
als Bilder demnach MD, und 
MD,. Ihre Schnittpunkte mit den entſprechenden Tiefenlinien geben Q’ und 
U.Q'U', JQ’, KU’ werden Tangenten der zu zeichnenden Kurve. J, V,K 
find die Berührungspunkte. Zwei weitere Punkte der Bildkurve erhält 
man, indem man die Bilder der Punkte N und P als Schnittpunkte der 
Diagonalen und entſprechender Tiefenlinien 1H und 2H beſtimmt. 


Aufgaben. Zeichne 1. das Bild eines in der Grundebene liegenden Kreiſes, 
der a) die Grundlinie berührt; b) beliebige Lage hat; 2. das Bild eines Kreis⸗ 
rings. 

Löſung zu 1: Man beſchreibe um den Kreis das Geviert, von dem zwei Seiten 
der Grundlinie parallel ſind, und ein zweites in Überecklage, ſo daß deſſen 
eine Diagonale zur Grundlinie parallel iſt. Die Seiten und Diagonalen beider 
Quadrate haben teils ihre Fluchtpunkte in H und den beiden Diſtanzpunkten, 
teils ſind ihre Bilder der Grundlinie parallel. Die Schnittpunkte der Seiten 
eines Gevierts mit den Diagonalen des anderen ſind Punkte des Kreiſes, 
nämlich Berührungspunkte des Kreiſes mit den Geviertſeiten. Durch die 
fo geſundenen 8 Punkte mit ihren Berührenden läßt ſich die perſpektiviſche 
Munte des Kreiſes im allgemeinen hinreichend genau zeichnen. 

Das perſpektiviſche Bild des Kreiſes in der Lage, wie wir fie angenommen 
haben, iſt eine Ellipfe. Denn die vom Auge nach allen Punkten des Kreiſes 
gezogenen Sehſtrahlen bilden einen Kreiskegel, deſſen ſämtliche Mantel- 
linien von der Bildebene ſchräg gejchnitten werden. bądź 
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Bei beliebiger Lage des Kreiſes kann das Bild auch ein anderer Kegel— 
ſchnitt ſein. Wenn ein Kreis ſich als Parabel abbilden ſoll, muß das Bild 
eines einzigen Punktes des Kreiſes ins Unendliche fallen. Aber nur Punkte 
der Verſchwindungsebene haben ihre Bilder im Unendlichen. Bringt man 
daher die Verſchwindungsebene mit der Ebene des Kreiſes zum Schnitt, 
ſo muß der Kreis die Schnittgerade (Verſchwindungslinie) berühren, wenn 
er als Parabel abgebildet werden ſoll. Schneidet der Kreis die Ver— 
ſchwindungslinie nicht, ſo iſt das Bild eine Ellipſe, da ſämtliche Punkte 
ſich im Endlichen abbilden. Schneidet er dagegen die Verſchwindungslinie, 
ſo fallen die Bilder von 2 Punkten des Kreiſes ins Unendliche; die Bild— 
kurve iſt dann ein Hyperbel. Das Bild eines Kreiſes iſt dagegen wieder ein 
Kreis, wenn die Ebene des abzubildenden Kreiſes der Bildebene parallel iſt. 
Wann würde das zentralperſpektiviſche Bild eines Kreiſes eine Gerade fein?!) 


Teilungspunkte. Perſpektive Maßſtäbe. Das Bild eines beliebigen 
Raumpunttes. 


Die eben behandelte Aufgabe würde ſich auch löſen laſſen, wenn man 
wüßte, wie ſtark die Verkürzung iſt, die die horizontalen Strecken bei der 
Perſpektive erfahren, wie groß alſo etwa 10 der Fig. 34 im Verhältnis 
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Figur 35. 


zu 1,0 iſt, KU’ im Verhältnis zu KU, Q'U' im Verhältnis zu QU. Tatfäch- 
lich iſt ja in der durchgeführten Konſtruktion die Verkürzung ſchon gefunden. 
Wir wollen aber die Aufgabe jetzt allgemein faſſen und fragen: Wie kann man 
auf einer perſpektiviſch gegebenen Geraden eine gegebene Strecke a einmal 
bzw. öfters abtragen? 

In Fig. 35 (ei die Strecke S,V der Geraden 5,Q der Grundebene = a 
一 SU， das Dreieck VS, U, alſo gleichſchenklig. Zieht man durch A, die 


1) Siehe auch dieſes Unterrichtswerk. Ausg. A. 4. Teil. II. Abſchnitt. 
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Parallele zu SQ, fo iſt F der Fluchtpunkt der Geraden S,Q, ihr 
Bild alſo SF. Ebenſo iſt, wenn A, 7, parallel U, V, 7, der Fluchtpunkt 
der Geraden U, V und UT, alſo ihr Bild. Alſo iſt SV’ das Bild der Strecke 
SoV, alſo perſpektiviſch = a. Da AF parallel SV, 4 7, || U V, FT, 

Soo, io iſt auch A A,FT, gleichſchenklig (Spitze F); T, wird alſo 
gefunden, indem man FA, auf dem Horizont von F aus abträgt. 

Für das Abtragen einer 
Strecke a auf einer Ge— 
raden der Grundebene 
(Bildſpur S, Flucht F) 
ergibt ſich daraus folgen— 
des Verfahren (Fig. 36): 
Man macht SU=a,FT, 
= FA, und zieht UT,; 
dann ijt § die geſuchte 
Strecke. 

Trägt mana als Ein- 
heit wiederholt auf 9 ab 
und wendet auf die Teilſtrecken das eben beſchriebene Verfahren an, ſo 
erhält man einen perſpektiven Maßſtab für die Gerade. 

T, heißt der Teilungspunkt für die Gerade SF. Der Kreis um F mit FA, 
liefert noch einen zweiten Schnittpunkt 7 mit dem Horizont. Auch dieſer 
kann als Teilungspunkt dienen, wenn man die Strecke a von S aus nach 
links auf g abträgt (Fig. 36). 2 
Will man umgekehrt aus dem Bilde SV’ einer Strecke die wahre Lange 
der Strecke finden, fo verbindet man einen der Teilungspunkte, etwa T,, 
mit V’; dann ijt SU die geſuchte wahre Länge. 

Fallen die Teilungspunkte außerhalb der Zeichenfläche, ſo kann man auch den ſog. 
halben Teilungspunkt 7, benutzen, wenn man entſprechend % SU auf g abträgt; 
ebenſo 71/5, DAJ, 7/4 uff. (reduzierte Teilungspunkte). (Fig. 36.) 


Eine Schar von parallelen Geraden der Grundebene hat dieſelben Teilungs— 
punkte. Warum? f 

Für Tiefenlinien (Fluchtpunkt ZI) find die Diſtanzpunkte (bzw. die Halb- 
diſtanzen, Dritteldiſtanzen uſw.) Teilungspunkte. Warum? 

Aufgaben. 1. Trage auf einer Geraden der Grundebene von einem ge— 
gebenen Punkte P aus die Strecke a ab. 

2. Stelle einen perſpektiven Maßſtab her a) für Tiefenlinien (vgl. 
quadratiſches Fußbodenmuſter); b) für eine beliebige wagerechte Gerade. 

3. Zeichne das perſpektiviſche Bild eines in der Grundebene liegenden 
Kreiſes unter Verwendung des Teilungspunktes. : 

4, Beſtimme a) die wahre Länge einer beliebigen Strecke auf dem Bilde 
einer Geraden der Grundebene; b) das Verhältnis, in welchem eine perſpek— 
tiviſch gegebene Strecke einer Geraden der Grundebene in einem Punkte 
geteilt wird. 


Figur 36. 
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Unſere Überlegungen für Teilungspunkte gelten auch für ſolche wagerechten Geraden, 
deren Spuren nicht auf der Grundlinie liegen. Es läßt ſich dann die Horizontalebene 
einer ſolchen Geraden als Grundebene anſehen; ihre Spur — die Wagerechte durch 
die Bildſpur der gegebenen Geraden — dient dann als neue Grundlinie. Der Teilungs— 
punkt bleibt derſelbe; nur wird die wahre Länge nicht auf der Grundlinie, ſondern auf 
der Spur der wagerechten Hilfsebene abgetragen. 
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Figur 37. 


Läßt man (Fig. 37) eine Tiefenlinie (Fluchtpunkt H, Teilungspunkte 
D., und D ſich im Sinne des Uhrzeigers um U’ drehen, jo rückt die Spur S 
auf der Grundlinie nach links, der Fluchtpunkt auf dem Horizont nach rechts. 
Infolgedeſſen entfernt ſich mit Abnahme des Winkels, den die Gerade mit 
der Grundlinie bildet, der eine ihrer beiden Teilungspunkte von D, aus 
von Z, während der andere von D, aus an H heranrückt. Im Grenzfall, 
d. h. wenn die Gerade der Bildebene parallel läuft, rücken Fluchtpunkt und 

h 4 Bildſpur über alle Grenzen hinaus fort; 
der Kreis um F mit 4 wird zur 
Geraden A, H. Der eine der beiden 
Teilungspunkte fällt alſo nach H, der 
andere iſt der uneigentliche Punkt des 


Horizonts. 
Soll alſo (Fig. 38) auf einer Breiten— 
3 ji Q linie eine Strecke PQ abgetragen werden, 
. fo zieht man PH und OH; P’Q’ ift 


dann perſpektiviſch = PQ (parallele 
Strecken zwiſchen parallelen Geraden find gleich). Vgl. das perſpektiviſche 
Bild eines Gevierts. 

Wir haben alfo in dieſer Konſtruktion einen Breitenmaßſtab. 

Zur Zeichnung eines Höhenmaßſtabs, d. h. eines Maßſtabes für Ian 
rechte Strecken, machen wir folgende Überlegung. 

Auf einer Tiefenlinie der Grundebene mit der Bildſpur P (Fig. 39a) 
ſeien in gleichen Abſtänden gleichlange auf der Grundebene ſenkrechtſtehende 
Strecken errichtet, deren eine PQ in die Bildebene fällt. Die Endpunkte 
Q, Gi, O2 .. dieſer Strecken liegen dann auf einer zweiten Tiefenlinie mit 
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der Spur Q. Die perſpektiviſchen Bilder der beiden Tiefenlinien find die 
beiden Geraden PH und QH. Die Strecken PPI, PI Pr.. laſſen ſich mittels 
des Tiefenmaßſtabes auf der Geraden PH abtragen (Fig. 39 bp). Da die 
Bilder von Tafelparallelen der Bildebene ſelbſt und unter ſich parallel 
bleiben, erhält man fie, indem man in den Punkten P,’, Py’ .. die Senkrechten 
bis zum Schnitt mit QH er⸗ 
richtet. 
Wir ſind damit in der Lage, 
in einem beliebigen Punkte der 
Grundebene eine ſenkrechte 
Strecke von gegebener Länge a 
zu zeichnen, oder mit anderen 
Worten, das Bild eines 
Raumpunktes zu finden, 
deſſen Grundriß und Höhe a 
über der Grundebene gegeben 
find. Iſt nämlich (Fig. 40) P’ 
das Bild des in der Grund— 
ebene liegenden Punktes P, ſo 
zieht man durch P’ die Tiefen- 
linie HS, errichtet in S auf g die Senkrechte = a, zieht UH, welche die in 
P' errichtete Senkrechte in Q ſchneidet; dann ift P’Q perſpektiviſch = a. Trägt 
man auf SU einen Maßſtab ab, jo ergeben die Tiefenlinien durch die Teil- 
punkte einen Höhenmaßſtab für PQ. 

Da ein der Bildebene paralleles Geviert ſich wieder als Geviert abbildet, 
find Höhen- und Breitenmaßſtab in jeder Tiefe einander gleich. In Fig. 40 
iſt. z. B. PV = P %. 


Figur 39a. 


Figur 30h. Figur 40. 


Aufgaben. 1. Eine Reihe auf einer Tiefenlinie der Grundebene ſenkrecht 
ſtehender gleichgroßer Gevierte a? zu zeichnen, die in gleichen Abſtänden 
½ d aufeinander folgen. 

Löſung. (Fig. 41.) Man macht PQ = a, zieht PH und QD, welche BV 
beftimmen, dann PU und VW | g, wobei PU = a ift. Durch UH erhält 
man W. Dann verlängert man PQ um ½ a, zieht XD, und erhält in P. 
eine Ecke des zweiten Gevierts uff. 
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2. Eine eben ſolche Reihe auf einer beliebigen Geraden der Grundlinie 
zu zeichnen (Fig. 42). 

3. Zeichne eine ſenkrecht zur Bildebene verlaufende Mauer aus gleich- 
großen Quadern. 


10 4. Zeichne eine Reihe von 
mh ſenkrechten Strecken von der 
| Länge s, die in gleichen Ab- 
| ſtänden, etwa 1/, s, in einer 

parallel der Bilbebene ver- 
| laufenden Ebene liegen. Ein 
| 


Fußpunkt P fei gegeben. — 
Bemerkung: Die Bilder der 
Senkrechten werden gleich- 
groß, obwohl ſie vom Auge 
verſchieden weit entfernt 
ſind. 

Mad 5. Beichne zwei parallele 
Reihen von gleichlangen 
ſenkrechtſtehenden Strecken 


f in verſchiedener Tiefe der 
| Grundebene. 
Ao 6. Datjtellung von Per- 
Figur 41. ſonen in verſchiedenen Tiefen 


eines Bildes (Fig. 43). 
Es ſei eine Perſon an einer Stelle des Bildes in der richtigen Größe BC 
gezeichnet. Dann läßt ſich die Höhe einer gleichgroßen Figur an der Stelle E 
unter Benutzung des in der Grundebene liegenden Breitenmaßſtabes finden. 


Ao Figur 42. 
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Wie? 一 Man kann aber auch einfacher BE ziehen (Flucht F), hierauf CF; 
dann ift ER perſpektiviſch gleich BC. 


rl F 


Figur 43. 


7. Die wahre Länge einer in einem beliebigen Punkte der Grundebene 

ſenkrecht ſtehenden Strecke zu finden. 

S8. Ein ſenkrecht zur Bildebene verlaufendes Wegſtück iſt zu beiden 
Seiten mit 5 auf Lücke ſtehenden gleichhohen Bäumen, die in gleichen 

Abſtänden aufeinanderfolgen, beſetzt. Zeichne das perſpektive Bild. 


Perſpektive einfacher Körper. 
Die Löſung der Aufgabe der Abbildung eines beliebigen Raumpunktes 
geſtattet, das Bild eines jeden Körpers zu zeichnen, indem man nämlich 
die Bilder ſämtlicher Punkte des Körpers konſtruiert. 


Figur 44. 
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In der Praxis, namentlich bei geometriſchen und architektoniſchen Gebilden, 
iſt es allerdings nicht nötig, jeden Punkt abzubilden; ſondern es reicht aus, 
die Bilder der Ecken ma und dieſe dann in derſelben Weiſe wie beim 
Gegenſtand zu verbinden. 
7 “ Sobald parallele Geraden 

dabei auftreten, wird man 
i "| zweckmäßig immer die 
Fluchtpunkte dieſer Ge— 

raden verwenden. 

Aufgaben. 1. Zeichne 
zwei gleichgroße auf der 

Grundebene ſenkrecht— 
ſtehende Würfel in Übereck— 
ſtellung mit gleichgroßen 
aufgeſetzten Pyramiden 


(Eckkegeln). (Fig. 44.) 
Figur 45, 2. Zeichne zwei gleich— 
große Würfel auf dem 
Boden eines rechteckigen Raumes, den einen in Schrägſtellung, den 
anderen in Stirnſtellung. 
3. Zeichne eine ſechsſeitige regelmäßige Eckſäule (Prisma) in einem recht⸗ 
eckigen Raum, welche auf der Grundebene ſenkrecht ſteht (Fig. 45). 
4. Zeichne a) eine auf der Grundebene ſenkrecht ſtehende Walze, 
b) einen Kreiskegel. 
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Figur 48. 


Figur 49. 
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5. Zeichne eine regelmäßige ſechsſeitige Pyramide (Sechseckkegel). 
6. Zeichne einen regelmäßigen Vierflächner. ö 
7. Zeichne die Treppen der Fig. 46 und 47. 

8. Zeichne ein Haus, von dem Grundriß und Seitenriß gegeben find 
(Fig. 48). : 
9. Als Abſchluß der bisher entwickelten Verfahren diene die Zeichnung des 
Inneren eines 6,5 m breiten, 5 m tiefen und 4m hohen Zimmers, deſſen 
vordere Wand fortgenommen gedacht iſt. (Fig. 49.) Die Rückwand iſt der 
Bildebene parallel, ſo daß ſie nur verkleinert, aber ähnlich erſcheint. Die 
übrigen begrenzenden Flächen verlaufen ſenkrecht zur Bildebene. Die 5 m 
tiefe Decke ſoll ſo in drei gleiche Teile aufgeteilt werden, daß die Breite der 
Rahmenteile ſich zur Breite der Flächen (Spiegel) verhält wie 1: 3. Die 
Höhe des Mannes ſei 1,75 m. Die Zeichnung weiterer Einzelheiten des Bildes 
(Fenſteröffnung und Bilder an der Rückwand, Fenſterniſche in der einen 
Seitenwand mit Flächen ſenkrecht zur Wandfläche, Dielenbelag, Schrank, 

Truhe (3 m x 1m) iſt aus der Figur zu entnehmen. 


Zeichnung des perſpektiviſchen Bildes eines Körpers aus Grund- und Aufriß. 


Es ſei erwähnt, daß es außer dem von uns hauptſächlich verwandten Spur- und 
Fluchtpunktverfahren noch andere Verfahren zur Herſtellung von perſpektiviſchen. 
Bildern gibt. Man kann auch ohne die in den vorhergehenden Abſchnitten entwickelten 


Figur 5% 0. 


Figur 40a, 


Kenntniſſe der Eigenschaften der Zentralprojektion etwa aus Grund- und Aufriß 
eines Körpers fein perſpektiviſches Bild konſtruieren. 

In Fig. 50a find Grund- und Aufriß eines Würfels gegeben, ferner das Auge A durch 
ſeine Projektionen A’ und A” und die Bildebene B durch ihre Spuren b, und be. Die 
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Aufgabe befteht dann wieder darin, die Punkte zu beſtimmen, in denen die Sehftrahlen 
die Ebene B durchdringen. Man zeichnet alſo auch die Projektionen der Sehſtrahlen 
nach den Ecken des Würfels ein. Beiſpielsweiſe trifft der Sehſtrahl von 4 nach der Ecke 3 
des Würfels (Projektionen A’ 3 und A’ 3) die Bildebene in dem Punkte mit dem Grund— 
riß v und dem Aufriß g. Das perſpeltiviſche Bild des Würfels läßt ſich alſo folgender— 
maßen finden (Fig. 50 b): Man denkt ſich die Bildebene in die Zeichenebene umge— 
legt, zieht b,, die ja unſere frühere Grundlinie gift, in einer geſonderten Figur wagerecht, 
überträgt auf fie die Punkte w, v, w, z, errichtet in ihnen die Senkrechten auf b,, trägt 
auf ihnen die aus dem Aufriß entnommenen Höhen der Durchdringungspunkte ab und 
verbindet die erhaltenen Punkte in der richtigen Reihenfolge. 

Das Verfahren iſt in dieſer Form ziemlich umſtändlich, läßt ſich aber unter Berück— 
ſichtigung der Eigenſchaften der Zentralprojektion weiter ausbauen und verfeinern. 
Es kann aber hier nicht weiter darauf eingegangen werden, ebenſo nicht auf die Ver— 
fahren, die bei nicht ſenkrecht ſtehender Bildebene anzuwenden ſind. 


B. Schattenperſpektive. 


In der Wirklichkeit hat man es nun nicht nur mit Geraden zu tun, die der 
Grundebene parallel ſind oder ſenkrecht auf ihr ſtehen, ſondern es kommen 
ebenſogut ſchiefliegende vor, wie die geneigten Kanten eines Daches, die Ge— 
länder von Treppen uff. Ferner ſind die Lichtſtrahlen, welche die Ver— 
teilung von Licht und Schatten bewirken, im allgemeinen gegen die Grund- 
ebene geneigt. Dieje „ſchiefen“ oder „geneigten“ Geraden, wie fie kurz heißen, 
haben ihre Fluchtpunkte, 
wie oben bereits erwähnt, 
teils über dem Horizont, 
wenn ſie nämlich nach \ 
hinten anſteigen; teils Ps 
unterdem Horizont, wenn A 
fie nach hinten fallen. In A 
Fig. 51 fei Z eine ſolche 
ſchiefe Gerade, F ihr 
Fluchtpunkt, U ihre Bild- 
ſpur. Legt man durch AL 
und durch! die zur Grund— 
ebene ſenkrechten Ebenen, G 
jo Schneiden dieſe die 
Grundebeneindenbeiden e 
einander parallelen Ge— 5 
raden e und “, während die Bildebene in den beiden parallelen Geraden F F 
(auf dem Horizont) und UU’ gefchnitten wird. Da e auch || AF’, jo iſt 
auch AF" | U. F’ ift alſo der Fluchtpunkt des Grundriſſes “ der Geraden !. 

Es fei nun! insbeſondere ein von der Sonne kommender Lichtſtrahl. Wir 
können uns dann den ganzen Raum von einer Schar paralleler Lichtſtrahlen 
von der Richtung Z erfüllt denken. Der Fluchtpunkt aller dieſer parallelen 
Lichtſtrahlen, alſo gewiſſermaßen das Bild der in unendlicher Entfernung 


LESEN 
N 


46 Perſpektive. 


als punktförmig angenommenen Sonne, iſt dann der Punkt F. Sit F gegeben 
— er ſoll im folgenden ſtets als gegeben angeſehen und mit S bezeichnet 
werden —, fo erhält man, wenn man ihn auf den Horizont projiziert, in S’ 
den Fluchtpunkt für die Grundriſſe aller parallelen Lichtſtrahlen. S’ heißt der 
Fußpunkt der Sonne, S ſelbſt der Sonnenpunkt. 


Figur 52a. 


Wir ſind damit in der Lage, den (Schlag-) Schatten, den ein beliebiger 
Punkt auf die Grundebene wirft, zu beſtimmen, oder, was auf dasſelbe 
hinauskommt, den Schatten einer ſenkrechten Strecke auf die Grundebene 
zu zeichnen. Iſt nämlich P (Fig. 52a) der gegebene Punkt, P’ fein Grundriß, 
jo iſt ſein Schatten da, wo der durch P gehende Lichtſtrahl die Grundebene 
trifft, alſo in O; der Schlagſchatten der ſenkrechten Strecke PP’ iſt P’Q. O kann 
alſo auch aufgefaßt werden als Schnittpunkt des Licht— 
ſtrahls durch P mit ſeinem Grundriß. In der perſpek— 
tiviſchen Zeichnung hat man 机 
alſo die Bilder der Geraden! > 
und ihres Grundriſſes zu kon— 
ſtruieren. Der Fluchtpunkt 
für / (wie für jeden ihr par— 
allelen Lichtſtrahl) ijt S, der 
Fluchtpunkt fürdenzugehöri— 
gen Grundriß 5’, Man zieht Figur 58, 
alſo (Fig. 52b) SS’ , fer⸗ 
ner S’P’ und SP, die ſich in Q ſchneiden. Q ift dann der Schlagſchatten des 
Punktes P; P'Q der Schlagjchatten der ſenkrechten Strecke PP’ auf die 
Grundebene. : 

Die Schlagſchatten aller ſenkrechten Strecken ſchneiden ſich in 8“. (Warum?) 

Steht die Sonne nicht dem Zeichner gegenüber, alſo hinter der Bildfläche, 
wie in den Fig. 51 und 52, ſondern im Rücken des Zeichners, alſo vor der 
Bildfläche, ſo fällt der Fluchtpunkt der Lichtſtrahlen unter den Horizont. 
Im übrigen ändert ſich aber nichts Weſentliches an der Konſtruktion (Fig. 53). 


Figur 590. 
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Wann verlaufen die Schatten ſenkrechter Strecken parallel der Bild- 
ebene? 5 

Die Beſtimmung des Schattens eines beliebigen Punktes geſtattet nun, 
den Schlagſchatten, den ein Körper auf die Grundebene wirft, zu finden. 
Bei einem ebenflächigen Körper denkt man ſich alle auftretenden Kanten 
ſchattenwerfend, wie dünne materielle Stäbe, den Körper ſelbſt aber durch— 
ſichtig und ordnet jedem Endpunkt einer Kante einen Schattenpunkt zu, 
jeder Kante eine Schattenſtrecke. Die Geſamtheit aller Kanten ergibt dann 
ein Netz von Schattenlinien auf der Grundebene, deſſen äußerer Umriß 
die geſuchte Schattenfläche iſt. 

Häufig fällt dabei der Schatten eines Punktes auf eine ſenkrechte oder 
wagetechte Ebene E, oder der Schlagſchatten einer ſenkrechten Strecke 


Figur 54. 


wird durch eine ſenkrechte Ebene geknickt (Fig. 54). Die durch PP’ und den 
Lichtſtrahl durch P gelegte Ebene ſchneidet die Grundebene in der Geraden 
S'P'Q, die ſenkrechte Ebene in der Senkrechten U R. Der Schnittpunkt dieſer 
Senkrechten mit dem Lichtſtrahl durch P iſt der geſuchte Schatten von P 
auf Z; oder der Schatten der Strecke PP’ ijt die geknickte Linie PP UR. 
Zu dem Schlagſchatten tritt noch der Selbſt— 
oder Eigenſchatten des Körpers. Im Selbſt— 
ſchatten ſind die Teile, die dem Licht abgewandt 
ſind, ſo daß ſie kein Licht erhalten. Schlagſchatten 
erhalten diejenigen Teile der Oberfläche, die zwar 
dem Licht zugekehrt find, aber durch andere Tei.e 
des Körpers oder durch andere Körper beſchattet 
werden. Ein allgemeines Verfahren zur Zeichnung 
des Selbſtſchattens, der durch die ſogenannte Licht— 
grenze (Schattengrenze) beſtimmt iſt, läßt ſich nicht 
geben. Der Verlauf der Lichtgrenze hängt natürlich Figur 55. 
eng mit dem Schattenriß am Boden zuſammen. : 
Aufgaben. 1. Den Schatten, den eine Strecke auf die Grundebene wirft, 
zu zeichnen: Man beſtimmt die Schatten Q, und Q, ihrer Endpunkte (Fig. 55). 
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2. Den Schatten eines in der Grundebene in Hauptſtellung ſtehenden 
Würfels zu zeichnen (Fig. 56). 


3. Den Schlagſchatten zu zeichnen, den a) eine ſenkrecht gegen die Bild— 
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Figur 56. 
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Figur 57. 


ebene verlaufende Mauer, b) eine gerade quadratiſche Pyramide, die auf 
der Grundebene jentrecht ſteht, auf die Grundebene wirft. 


4. Den Schatten zweier Quader zu zeichnen (Fig. 57). 


C. perſpektive und Malerei. 


Wenn eine perſpektiviſche Zeichnung lein realiſtiſches Gemälde) ein mög⸗ 
lichſt treues Abbild der Wirklichkeit ſein ſoll, ſo hängt das weſentlich von der 
Wahl der Konſtanten des Bildes ab. Vor allem muß die „perſpektiviſche 
Einheit“ einer Zeichnung vorhanden ſein; d. h. es darf nur einen Horizont, 
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einen Hauptpunkt, eine Diſtanz geben. Aber dieſe formale Anwendung der 
Geſetze der Perſpektive genügt allein noch nicht, um einen wirklichkeitstreuen 
Eindruck auf den Beſchauer zu machen. Es muß nämlich ferner das Auge 
und damit der Horizont in der richtigen Höhe gewählt werden. Ein zu hoch 
liegender Hauptpunkt (Kavalier-[(Kawelier] bzw. Vogelperſpektive) beeinträch- 
tigt im allgemeinen ebenſo wie ein zu tief gewählter Horizont (Froſchperſpek⸗ 
tive) die Raumwirkung. Trotzdem wird man gelegentlich auch eine ungewöhn— 
liche Lage des Auges annehmen, z. B. wenn man einen großen Stadtteil, 
eine Landſchaft überſichtlich darſtellen will (Vogelperſpektive). Am günſtigſten 
aber iſt in der Regel die Höhe, die das natürliche Auge beim Beſchauen eines 
Raumes hat!). Ob man den Hauptpunkt genau in die Mitte des Bildes legt 
(Leonardo da Bincis Abendmahl) oder ſeitlich (Dürers Erſter Tempelgang, 
Abb. 4), hängt von der beabſichtigten Wirkung ab. Auch der Bildebene 
wird man unter Umſtänden eine von der üblichen abweichende Lage geben, 
3. B. bei Deckengemälden, bei denen die Decke eines Raumes als wagerechte 
oder auch gekrümmte Bildebene angenommen iſt, auf welcher die Architektur 
der Seiten bildlich fortgeſetzt wird; alle ſenkrechten Kanten haben dabei 
ihre Flucht im Hauptpunkt. 
Entſprechend der zwiſchen etwa 10 cm und 50 cm ſchwankenden Sehweite 
des menſchlichen Auges wird man auch die Diſtanz innerhalb dieſer Grenzen 
wählen. Bei zu kurzer Diſtanz erſcheinen die Bilder unverhältnismäßig tief; 
man findet ſie wohl bei photographiſchen Aufnahmen von Fabrikanlagen 
und Geſchäftshäuſern, die dadurch ausgedehnt wirken ſollen. Andererſeits 
wird man die Diſtanz auch nicht zu groß nehmen, um Einzelheiten des Bildes 
nicht verſchwinden zu laſſen. Wiederum aber wird auch gelegentlich eine 
große Diſtanz gewählt, beiſpielsweiſe von Architekten, die einen Innenraum 
gefälliger darſtellen wollen, als es bei normaler Diſtanz möglich ſein würde. 
Da die Deutlichkeit der Wahrnehmung ſeitlich zur Blickrichtung verhältnismäßig 
ſchnell abnimmt, darf der Winkel der äußerſten Sehſtrahlen mit dem Haupt- 
ſtrahl für ein unbewegtes Auge 30° nicht überſchreiten (bei ſehr flachen 
Körpern). Das würde bedeuten, daß die ſeitliche Ausdehnung des Bildes 
weit innerhalb des um den Hauptpunkt mit der Augweite beſchriebenen 
Kreiſes, des ſog. Diſtanzkreiſes, liegen muß. 

Es iſt eine anziehende Aufgabe, zu verfolgen, wie weit die Malerei die 
auf mathematiſcher Grundlage beruhenden Geſetze der Perſpektive ber 
achtet hat. Dies gelingt verhältnismäßig leicht, wenn es ſich um Bilder mit 
Architekturdarſtellungen handelt, bei denen man von vornherein beſtimmte 
Ausſagen über die Lage von Geraden, das Verhältnis von Strecken, die 
Größe von Winkeln machen kann: 

Parallele Geraden müfen ein und denſelben Fluchtpunkt haben; das 
menſchliche Auge empfindet es ſofort als ſtörend auf einem Bilde, wenn 
das nicht der Fall iſt. Eine Schar wagerechter Parallelen hat ihren Flucht— 
punkt 7, auf dem Horizont. Findet man noch eine zweite ſolche Schar auf 


1) Man verwende für das Folgende irgendeine Kunſtgeſchichte oder: Wolff, Mathe- 
matik und Malerei. Mathematiſch-Phyſikaliſche Bibliothek. Teubner. 


Detlef8, Anfangsgründe der darſtellenden Geometrie. III. 4 


50 Perſpektive. 


einem Gemälde, fo ijt damit ein zweiter Punkt Fa des Horizonts und damit 
der Horizont ſelbſt beſtimmt. Tiefenlinien insbeſondere haben ihre Flucht 
im Hauptpunkt, der ebenfalls auf dem Horizont liegt. FRAF, muß eine 
Gerade ſein, die gegebenenfalls wiederum Geraden des Fußbodens oder 
der Decke, von denen man annehmen muß, daß ſie wagerecht und parallel 
der Bildebene verlaufen, parallel ſein muß. 

Weiß man von einer dargeſtellten Fläche, daß ſie ein Quadrat iſt (qua— 
dratiſcher Unterbau eines Denkmals), jo find die Diagonalpunkte, gegebenen- 
falls die Diſtanzpunkte, weitere Punkte des Horizonts, die die Beſtimmung 
der perſpektiviſchen Elemente (die ſogenannte erſte Orientierung 
eines Bildes) ermöglichen. 

In Fig. 58 ſei KLMN das perſpektive Bild eines in der Grundebene 
angenommenen Gevierts. KN und LM ſchneiden ſich in Fy, LK und 


Figur 58, 


MN in V; Fi iſt der Horizont. Da der Winkel zweier wagerechter Ge— 
raden am umgelegten Auge angetragen werden kann, ſo iſt ein erſter geo— 
metriſcher Ort für das umgelegte Auge der Kreis über 77, F, als Durchmeſſer. 
Da auch die Diagonalen ſich rechtwinklig ſchneiden, ſo iſt der Kreis über 
Do Dee der zweite geometriſche Ort für Ay. Das Lot von A, oder (40) auf 
h liefert den Hauptpunkt H. H A, 说 die Augdiſtanz. 

Ebenſo läßt ſich jedes Gemälde auf die richtigen Größenverhältniſſe bei 
einem einzelnen Gegenſtand und bei verſchiedenen Körpern untereinander 
prüfen; z. B. ob der Maler jede Perſon und jeden Gegenſtand je nach ihrer 
Entfernung in der richtigen Größe dargeſtellt hat. 

Welche perſpektiviſchen Fehler finden ſich auf dem nebenſtehenden Bilde 
des engliſchen Malers Hogarth), der ſeinen Zeitgenoſſen die Bedeutung 
der Perjpeitive durch ein ſolches abſichtlich fehlerreiches Bild klar zu 
machen ſuchte? (Abb. 5.) 


1) Nach einer Kopie aus dem Jahresbericht der Dorotheenſtädtiſchen Realſchule 
Berlin 1862. 
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Abb. 5. 
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Die älteſte und ältere Kunſt, etwa die baby ponijche und ägyptiſche Kunſt, 
kennt noch keine 8 ripeftive, Alles ijt flächenhaft nebeneinander geſtellt. 
Die Bilder erwecken mit ihrer großen Maſſe von Perſonen den Eindruck von 
Landkarten; der Künſtler will viel darſtellen. Die Griechen beſaßen war ein 
bereits fein ausgebildetes perſpektiviſches Gefühl, wie Unterſuchungen der 
Konſtruktion der doriſchen Säulen beweiſen. Doch kannten ſie noch nicht 
das, was wir heute unter perſpektiviſchen Geſetzen verſtehen. Immerhin 
finden ſich ſchon auf Wandgemälden aus Pompeji Anſätze perſpektiviſchen 
Zeichnens zur Erzielung von Tiefenwirkung, die vermutlich auf dem Wege 
der Erfahrung gewonnen wurden!). 

An dem eigentlichen Ausbau der Perſpektive iſt erſt die italieniſche Malerei 
beteiligt. Gemälde aus der erſten Hälfte des 14. Jahrhunderts laſſen bereits 
einen Fluchtpunkt erkennen [Giotto, Lorengetti]. Auf einem Bilde „Die 
Verkündigung“ von Lorenzetti kann man zum erſten Male einen Haupt- 
punkt feſtſtellen. Im allgemeinen haben wohl die Maler dieſer Zeit unbewußt 
einen Hauptpunkt angenommen. Als eigentlicher Begründer der Perſpektive 
gilt erſt Bruneleschi um 1400. Er erkannte als erſter die Bedeutung der 
perſpektiviſchen Elemente Horizont, Fluchtpunkt und auch Diſtanzpunkt und 
gab praktiſche Regeln für das perſpektiviſche Zeichnen. Auf einem Bilde . 
„Maria mit dem Kind“ von Botticelli um 1500 findet man zum erſten Male 
eine Anwendung der perſpektiviſchen Geſetze auf das Bild eines Kreiſes (im 
Vordergrund des Gemäldes), das offenbar exakt geometriſch konſtruiert iſt. 

Es bilden ſich um dieſe Zeit perſpektiviſche Schulen in Italien aus; 
Mantegna, Piero de' Francisci, Donatello u. a. ſuchen ihre Schüler gründlich 
mit der Perſpektive vertraut zu machen. 

Die Bilder niederländiſcher Kunſt aus der Zeit um 1400 (van Eyck) zeigen 
noch keine Vertrautheit mit den Geſetzen der Perſpektive. Z. B. findet 
man auf einem Bilde drei verſchiedene Fluchtpunkte für die Tiefenlinien 
des Fußbodens, der Decke und für ſeitliche Tiefenlinien, die zudem auf 
verſchiedenen Horizonten liegen. 

Dagegen find die italienischen Gemälde der Hochrenaiſſance (Raffael 
und Michelangelo, Leonardo da Bnei, Tizian) ſchon meiſterhaft perſpek— 
tiviſch durchkonſtruiert. Das bekannte „Abendmahl“ von Leonardo da Vinei 
zeigt völlige perſpektiviſche Einheit und iſt bis auf kleine, durch künſtleriſche 
Rückſichten bedingte Ausnahmen (Teller vor Jeſus) exakt perſpektiviſch 
entworfen. In feinem „Trattato della pittura“ behandelt L. auch die Per— 
fpeftive und gibt praktiſche Ratſchläge über perſpektiviſche Zeichnungen, 
z. B. über die Höhe des Augpunktes, über die perſpektiviſche Verkürzung 
von Senkrechten zwiſchen Parallelen uff. 

Nach Deutſchland gelangte die Kenntnis der Perſpektive durch Albrecht 
Dürer. Vor ihm fehlte es dort gänzlich an der Berückſichtigung mathematiſcher 
Konſtruktion bei Gemälden. Dürers Bilder find mit bewußter und betonter 
mathematiſcher Genauigkeit entworfen, namentlich die Bilder feiner ſpäteren 


1) Es iſt intereſſant zu leſen, was Leſſing in Kap. 9 ff. der antiquariſchen 
Briefe über die Perſpektive der Alten ſagt. 
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Abb. 6. 


Perſpektive. 


Abb. 7. 
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Zeit, fo daß er als Meiſter der Perſpektive anzuſehen iſt. (Siehe die Ab- 
bildungen 6 und 7: Marias erſter Tempelgang und Ruhe in Agypten 
[Marienleben!.) Allerdings find auch bei ihm im einzelnen Abweichungen 
von den perſpektiviſchen Geſetzen nachzuweiſen, die durch die künſtleriſche 
Freiheit gefordert werden. So zeigt ſich auf dem bekannten Bilde „Hierony— 
mus im Gehäuſe“ bei mathematijcher Nachprüfung die Geſtalt des 
Hieronymus durchaus unproportioniert, ſein Hut viel zu weit uff. (Siehe 
auch den Abſchnitt Photogrammetrie.) 


Abb. 8. 


Es iſt ja auch klar, daß nicht nur die ſtrenge Anwendung der perſpektiviſchen 
Geſetze und die geeignete Wahl der perſpektiviſchen Elemente es ſind, die 
eine äſthetiſche Wirkung auf den Beſchauer hervorrufen. Ganz abgeſehen 
davon, daß der Ausführung eines Bildes die ſchöpferiſche Erfindung des 
Künſtlers vorausgehen muß, die auch durch die größte Vertrautheit mit 
den Geſetzen der Perſpektive nicht erſetzt werden kann, ſo iſt auch künſt— 
leriſche Freiheit im Intereſſe der geſamten künſtleriſchen Wirkung bei der 
Ausführung eines Gemäldes unbedingt notwendig, wenn es ſich darum 
handelt, das weſentliche Ziel eines Bildes, Schönheit, zu erreichen. 

Freilich, die Richtung des Kubismus und des Futurismus geht wohl in 
dieſer künſtleriſchen Freiheit zu weit, wenn ſie bewußt die Perſpektive ver— 
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leugnet und außer acht läßt. Sie erinnert wieder an die chineſiſche und japa- 
niſche Malerei, welche ebenfalls die Perſpektive nicht kennt. Indes ſcheint 
es, als ob nach Überwindung dieſer Kunſtrichtungen die Malerei wieder zu 
größerer Sachlichkeit zurückkehrt und bewußt wieder auf Dürer zurückgreift. 

Wie auch das Kunſthandwerk die Geſetze der Perſpektive in ſeinen Dienſt 
ſtellt, zeigt die Abb. 8, die den barocken ſchmiedeeiſernen Chorabſchluß des 
Münſters in Mittelzell auf der Inſel Reichenau darſtellt. Die anſcheinend 
ſchräg nach hinten ziehenden, in Wirlfichleit ſämtlich in einer vertikalen Ebene 
liegenden Stäbe des Gitters ſind ſo angebracht, daß der Blick des Beſchauers 
auf den Mittelpunkt der ganzen Kirche, das Allerheiligſte, gezwungen wied. 


D. Photogrammetrie. 


Die Löſung der weitergehenden Aufgabe, aus einer (oder mehreren) 
gegebenen mathematiſchen Perſpektive nicht nur ihre Elemente zu finden, 
ſondern auch die wahre Lage und die wahre Geſtalt des dargeſtellten räum— 
lichen Gebildes etwa durch Zeichnung von Grund- und Aufriß zu beſtimmen, 
beruht auf den Methoden der ſogenannten Photogrammetrie (Lichtmeß— 
kunſt, Lichtbildausmeſſung), die heute eine außerordentlich große praktiſche 
Bedeutung hat. i 

Dieſe Umkehrung der Perſpektive kommt weniger für Gemälde 
als vielmehr in der Geodäſie und in der Architektur in Betracht. Ausgangs- 
punkt iſt entweder eine mathematiſche perſpektiviſche Zeichnung oder, in 
der Regel, ein Lichtbild. Denn eine Photographie kann unter beſtimmten 
Vorausſetzungen als ein genaues perſpektiviſches Bild eines Gegenſtandes 
angeſehen werden. Allerdings liegt hier das „Auge“, das Projektions— 
zentrum (nämlich der optiſche Mittelpunkt des Linſenſyſtems), zwiſchen 
Gegenſtand und Bildebene. Denkt man ſich aber die photographiſche Platte 
in dieſelbe Entfernung vor das Objektiv gebracht und dabei den oberen 
und unteren Rand, die rechte und die linke Seite vertauſcht, oder ſtellt man 
ſtatt der Platte das photographiſche Poſitiv in dieſelbe Ent ern ng vor 
das Objeltiv, fo tritt dieſelbe perſpektive Zuordnung zwiſchen Gegenſtand 
und Bild ein, die wir bisher behandelten. 


Anm.: Im Abſchnitt Perſpektive und Malerei haben wir ſtillſchweigend angenom— 
men, daß die eigentlich ſich auf das Original beziehenden Betrachtungen auch auf die 
Photographie des Gemäldes übertragen werden können. 


Wir ſetzen bei den folgenden Überlegungen wieder voraus, daß die Bildebene 
ſenkrecht im Raum ſteht, was bei photographiſchen Aufnahmen me jteng 
der Fall ſein wird. (Ausnahme: Fliegerphotographien.) 

Es ſei (Fig. 59) das perſpektiviſche Bild eines Rechtkants mit wagerechten 
und ſenkrechten Kanten gegeben. Geſucht ſind Grundriß und Aufriß. 

Zunächſt ſind wieder die Elemente der Perſpektive zu finden. Durch Ver— 
längerung je zweier parallelen wagerechten Kanten des Rechtkants erhält 
man die Fluchtpunkte 7 und Fo die den Horizont beſtimmen. Erſter geo— 
metriſcher Ort für A, iſt wieder der Kreis über FF, als Durchmeſſer. 
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Kennt man, wie wir hier einmal annehmen wollen, das Verhältnis zweier 
anſtoßenden Seiten der Grundfläche, ſo ſind damit die Winkel beſtimmt, 
die eine Diagonale mit dieſen beiden Seiten bildet (Fig. 59 b). Beſtimmt man 
alſo den Fluchtpunkt Dg einer der beiden Diagonalen, io ijt der Winkel 
FNDg perſpektiv = a, alfo muß auch der Winkel FRA, Dg = « ſein. Der 
zweite geometriſche Ort für A, ijt demnach der Kreisbogen durch F,Dg, der 
den Winkel « als Umfangswinkel hat. Damit ijt A, eindeutig beſtimmt. Dieſe 
Konſtruktion iſt ſtets möglich, wenn man den Winkel zweier wagerechten 
Raumgeraden und ihre Fluchtpunkte kennt (wenn z. B. der Grundriß ein 
regelmäßiges Vieleck iſt). Iſt aber ein ſolcher Winkel nicht bekannt, ſo kann 
man, wenigſtens wenn es ſich um eine photographiſche Aufnahme mit 
Einſtellung auf co handelt — was meiſt der Fall ſein wird —, die Augweite 
annähernd gleich der Brennweite f des Linſenſyſtems anſehen. Der zweite 
geometriſche Ort für A, ijt in dieſem Falle eine der beiden Parallelen zu h 
im Abſtande /. A, iſt in dieſem Falle nicht mehr eindeutig beſtimmt. Man 
muß dann auf Grund der Form der Perſpektive den richtigen Punkt aus— 
wählen. H ijt wieder beſtimmt als Fußpunkt des Lotes von A, auf den 
Horizont. 

Der Grundriß kann in unſerem Beiſpiel erhalten werden als Schnitt des 
Rechtkants mit der Horizontalebene. Die von A, aus nach den Schnitt— 
punkten der ſenkrechten Kanten mit der Horizontalebene gezogenen Pro— 
jektionsſtrahlen liegen dann ſämtlich in der Horizontalebene, die man um 
den Horizont in die Bildebene herabſchlägt und, um Überſchneidungen zu 
vermeiden, ſeitlich oder hinreichend weit nach unten verſchiebt. Die Pro— 
jektionsſtrahlen nach den Punkten der Schnittfigur ſind dann zu finden. 

Man trägt alſo (Fig. 59e) auf dem neugezogenen Horizont die Punkte 
F,, V, 1, 2, 3, 4, F, ab und zieht von A, aus die Strahlen nach ihnen. In dieſes 
Strahlenbüſchel müſſen ſich die Seiten des Grundriſſes einpaſſen. Die Ecken 
des Rechtecks müſſen nämlich ſo liegen, daß zwei Seiten des Rechtecks der 
Geraden 40 Ji, die beiden anderen A, /*, parallel find. Einer der vier Punkte, 
etwa Q, auf 4%, kann dabei willkürlich gewählt werden. Denn wir können 
zunächſt doch nur eine dem wirklichen Grundriß ähnliche Figur erhalten, 
ſo lange wir nicht die wahre Länge einer Strecke der Perſpektive (Meßlatte, 
Perſon) kennen. Wir ziehen durch Q, die Parallele zu Ay F bis 02, dann durch 
Q, die Parallele zu Ay 7, bis Qs uff. und erhalten damit das Rechteck 
als Grundriß. 

Auch in anderen Aufgaben erweiſt es ſich als praktiſch, den Grundriß in 
die Horizontalebene zu übertragen. 

Für die Zeichnung des Aufriſſes im Maßſtabe des Grundriſſes dient fol— 
gende Betrachtung (Fig. 60a): Es fet PQ, R eine ſenkrechte Kante unſeres 
Rechtkants, Q, ihr Schnitt mit der Horizontalebene, P’, 4, R’ die perſpektiven 
Bilder der drei Punkte. Man dreht das Dreieck RAP um feine Höhe 
AQ, (Winkel PQ,A = 90°, ebenſo P’ 4A), bis es in die Horizontalebene 
zu liegen kommt, die wieder in die Bildebene umgelegt und ſeitlich ver— 
ſchoben wird (Fig. 60 b). Nun zieht man 4 P’ | A, 4 und gleich 4 P’ der 
perſpektiven Zeichnung, verbindet A, mit P’, zieht durch Q, die Parallele zu 
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2 4 und erhält damit die wahre Länge PQ,. Entſprechend findet man 
die wahre Länge Q,R, indem man 4 R' aus der Perſpektive entnimmt. 
PQ, R iſt dann die Höhe des Aufriſſes. 


Figur 60a. 


Dieſe für ein Rechtkant durchgeführten Überlegungen ſind in der Fig. 61 
auf die Photographie eines Gebäudes angewandt, für welches das Were 
hältnis der Grundrißkanten bekannt war. Erkläre die Figur. 


Aufgabe. Führe die entſprechende Kon— 
ſtruktion für eine beliebige Photographie eines 
Hauſes durch. 

Für praktiſche Aufgaben der Photogramme— 
trie, namentlich aus der Geländevermeſſung, 
iſt die Beſtimmung der Elemente der Per— 
ſpektive, insbeſondere des Horizontes und des 
Hauptpunktes, durch beſondere Vorrichtungen 
vereinfacht. Im einfachſten Falle enthält der 
Rahmen, in welchen die Kaſſette eingeſchoben Figur 600. 
wird, an den beiden Seiten zwei feſte Mate 
ken, welche auf dem Negativ beim Photo— rt 
graphieren einen ſtarken Schatten hervorrufen. Die Verbindungslinie 
dieſer beiden Stellen iſt der Horizont. Ein anderes Paar von Marken 
legt in entſprechender Weiſe die Hauptvertikale und damit den Haupt⸗ 
punkt feſt. 


Q 


Perſpektive. 
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Figur G/a. 
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Figur 61d. Figur 61c. Figur 67d. 


Die Technik hat darüber hinaus beſondere Apparate konſtruiert, die z. B. 
automatiſch photographiſche Geländeaufnahmen umſetzen in Karten mit 
Höhenlinien uſw., ſo daß Karten, deren Anfertigung früher Wochen in An— 
ſpruch nahm, innerhalb einiger Stunden hergeſtellt werden können. 


. Kartenprojektionen. 


Eine Anwendung der Perſpektive (Zentralprojektion) iſt die zuerſt von 
Hipparch verſuchte, von Ptolemäus übernommene ſtereographiſche Pro— 
jektion der Erdkugel. Man erhält eine ſolche, indem man von einem Punkte 
der Erdoberfläche als Projektionszentrum aus die Punkte der Erdkugel etwa 
auf die Tangentialebene im Gegenpunkte ab- 0 
bildet. B' ijt das Bild von B (Fig. 62). Der Punkt . REZ 
P’ (Hauptort) wird zum Kartenmittelpunkt. 

Die durch ſtereographiſche Projektion ent— 
ſtandenen Karten können, wie auch alle anderen M 
ebenen Kartenentwürfe, niemals richtig fein, 
weil die gekrümmten Flächenelemente der Erde 
als ebene Flächenſtücke abgebildet werden. Da— 5 
gegen iſt die Abbildung der Erdoberfläche auf 
eine konzentriſch gedachte Kugel (Globus) nicht BULL DS: 
verzerrt. Sie ijt nämlich 1. längentreu; d. h. 
gleiche Strecken werden in demſelben Verhältnis gekürzt, Meridiane und 
Breitengrade alſo in demſelben Maßſtab verkleinert; 2. winkeltreu: die Pro⸗ 
jektionen von Linien ſchneiden ſich unter demſelben Winkel wie die Linien 
ſelbſt; die Figuren ſind alſo den entſprechenden Flächen der Erdoberfläche 
ähnlich; infolgedeſſen iſt 3. die Abbildung auch flächentreu. (Warum?) 5 

Bei jeder Abbildung auf eine Ebene geht mindeſtens eine dieſer drei 
Eigenſchaften verloren. Flächentreue läßt ſich z. B. nur erhalten bei Verzicht 
auf Winkeltreue und umgekehrt. Allſeitige Längentreue iſt überhaupt nicht 
erreichbar. 

Die eben beſchriebene ſtereographiſche Projektion ijt nun ſtreng winfel- 
treu oder konform, d. h. entſprechende Winkel auf der Kugel und in der 
Bildebene ſind gleich. Unter dem Winkel zweier Kurven wird dabei der 


— 
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Winkel ihrer Tangenten im Schnittpunkt verſtanden. Um die Konformität 
nachweiſen zu können, ſeien zunächſt folgende Sätze feſtgeſtellt: Kugelkreiſen 
durch das Projektionszentrum entſprechen Geraden in der Bildebene und, 
umgekehrt. Insbeſondere entſprechen größten Kugelkreiſen, die durch das 
Projektionszentrum und damit den Berührungspunkt der Bildebene gehen, 
Geraden durch den Berührungspunkt und umgekehrt. Sit P in Fig. 62 etwa 
der Südpol S der Erde, P’ der Nordpol N, jo entſprechen alſo den Meri— 
dianen die Geraden eines Büſchels durch P’. 

Liegt der Scheitel des Winkels zweier Kreiſe bei N, jo iſt die Richtigkeit 
unſeres Satzes ohne weiteres einzuſehen. Liegt er nicht bei V, ſo können wir 


Figur 63. 


für die Beweisführung doch einen Winkel zugrunde legen, deſſen einer 
Schenkel durch N geht, da jeder beliebige Winkel als Summe oder Differenz 
zweier Winkel dargeſtellt werden kann, deren einer Schenkel durch N geht. 

In der Figur 63 ſei S das Projektionszentrum, N der Berührungspunkt 
der Bildebene. m’ und A feien die Schenkel eines Winkels mit dem Scheitel 
Zz m' gehe durch N. Dem Punkte Z” der Bildebene entſpricht der Punkt Z 
der Kugel, der Geraden m' der größte Kugelkreis (Meridian) m, der Geraden 
“ der Kreis k durch S. Um den Winkel der beiden Kreiſe zu erhalten, zieht 
man die Tangenten Z, und h in Z an m und k, 

Die Tangente !, und die Gerade m’ liegen beide in der Ebene des Meridians 


re 
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m; fie Schneiden ſich alſo; der Schnittpunkt fet A. Ebenſo ſchneiden fich die 
Tangente 4, und der Schenkel '“ in einem Punkte B, da fie beide in der Ebene 
von k liegen. Infolgedeſſen ſchneidet die Ebene der beiden Tangenten, d. h. 
die Tangentialebene in Z an die Kugel, die Bi debene in der Geraden AB. 
Es läßt ſich nun beweiſen, daß A ABZ’ oO ABZ ijt (s, w, s). 1. it AB 
=AB. 2. Die beiden Tangentialebenen in Z und N an die Kugel ſtehen 
auf der Ebene des Meridians m ſenkrecht, alſo ſteht ihre Schnittlinie auch 
_L m, alſo auch | NZ’; d. h. * BAZ’ = 90 = x BAZ, 3. ZZA ijt als 
Scheitelwinkel eines Sehnentangentenwinkels = X SNZ. — ZZA iſt 
ebenfalls = 4 SNA, da das rechtwinklige Dreieck Z’NS dem ebenfalls 
rechtwinkligen Dreiecke SZN ähnlich ijt. ZAZ’ iſt alſo gleichſchenklig, AZ = 
AZ’, — Alſo it < („% 4) = < (mk'). 

Einem ſehr kleinen Dreieck der Kugel entſpricht dann ein ſehr kleines 
Dreieck der Bildebene, deſſen Winkel denen des Urdreiecks gleich ſind. Urbild 
und Abbild ſehr kleiner Dreiecke ſind N 
aljo bei der ſtereographiſchen Pro— 
jektion ähnlich, ſo daß überall die BAS 
Projektion als dem U.bild in den NES 
kleinſten Teilen ähnlich angefehen 7, 
werden kann. 2 

Eine weitere Eigenſchaft der 
ſtereographiſchen Projektion beſteht 
darin, daß jeder Kreis der Kugel 
mit Ausnahme der durch den Pro— 
jektionsmittelpunkt gehenden (|. o.) 
als Kreis der Ebene abgebildet wird. 

Es ſei (Fig. 64) K der abzu— 
bildende Kreis, 4 die Spitze des die 
Kugel längs K berührenden Kreis— 
kegels. Die Erzeugendendieſes Kreis— Figur 64. 
kegels werden von S aus auf die 
Berührungsebene in Wals Strahlenbüſchel abgebildet. & ſchneidet nun alle 
Erzeugenden ſenkrecht. Da jede Erzeugende des Kegels gleichzeitig Kreis— 
tangente iſt, bleibt dieſe Eigenſchaft wegen der Konformität der ſtereo— 
graphiſchen Abbildung auch für das Bild von K und die Bilder der Kegel— 
erzeugenden richtig. Who 说 das Bild von K eine Kurve, die alle Strahlen 
eines Strahlenbüſchels ſenkrecht durchſetzt. Das kann aber nur ein Kreis ſein. 

Bei der ſtereographiſchen Projektion (Fig. 62) werden alſo auch die 
Breitenkreiſe wieder zu Kreiſen, welche die Längenkreiſe rechtwinklig 


ſchneiden. Der Äquator erſcheint als Kreis mit dem Radius 27 (warum?), 
90° — 
die Radien der Breitenkreiſe haben die Länge PB = 2 7 0 a 


2 MEW 5 „wenn o das Komplement der geographiſchen Breite bedeutet. 


Die Abſtände der Bilder gleichweit entfernter Breitenkreiſe nehmen alſo, 
wenn man etwa die nördliche Halbkugel vom Südpole aus abbildet, vom 
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Pol aus nach dem Aquator hin zu. Hier tritt alſo eine ſtarke Verzerrung 
(Vergrößerung) bis zum Vierfachen einer Fläche im Kartenhauptort ein. 
Die ſtereographiſche Projektion iſt alſo nicht flächentreu. Ein Bild der ge— 


Figur 65. 


ſamten E doberfläche würde die ganze Be— 
rührungsebene erfüllen. Man beſchränkt 
ſich deshalb bei dieſem Verfahren auf die 
Darſtellung einer Halblugel oder noch klei— 
nerer Teile. 

Die ſtereographiſche Projektion wurde 
ſchon im Altertum verwandt und zwar zur 
Darſtellung von Sternkarten. Man denkt 
ſich dazu das Auge im Nadir und profiziert 
von dieſem aus das Himmelsgewölbe auf die 
Tangentialebene im Zenit. Auch päter 
wurden die ſtereographiſchen Projektionen 
wegen der Winkeltreue im Kleinen viel 


benutzt. Heute wendet man ſogenannte vermittelnde Projektionsformen an, 
die einigermaßen flächentreu und einigermaßen winkeltreu ſind. 

In Fig. 65 说 eine Polarfaite in ſtereographiſcher Projektion entworfen; 
erlläre die Figur. Fig. 66 zeigt das Gradnetz für die weſtliche oder öſtliche 


Figur 66, 


Halbkugel: Die Meridiane find durch Nd’ und Sd’ gehende Kreiſe und 
ſchneiden ſich hier unter denſelben Winkeln wie auf der Erdkugel. Ihren 
Mittelpun tt fain man alſo folgendem. ßen finden: Man tidgt in Nd’ an 
Nd’ Sd“ etwa Winkel von 22 ¼ “, 45°, 67“ an, deren freie Schentel die 
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Tangenten an die zu zeichnenden Meridiane werden. Die Mittelpuntte 
MI, Ma ... dieſer Kreiſe my, m ... liegen dann 1. auf der Senkrechten 
in Nd’ auf dem freien Schenkel des jeweiligen Winkels; 2. auf der 
Projektion des Aquators. Der Durchmeſſer eines Breitenkreiſes, etwa des 
Kreiſes BC, wird erhalten als Abſtand der Projektionen von B und C auf 
die Berührungsebene; es iſt aljo = B. Ci. Da das Bild C, nach C,’ fällt 
und die Mittelpunkte der Breitenkreiſe auf Na“ Sd“ liegen, läßt fic) das Bild 
des Breitenkreiſes zeichnen. 

Zu den perſpektiviſchen Kartenprojektionen rechnen noch die zentrale 
(gnomoniſche) und die orthographiſche, weil auch bei ihnen die Punkte des 
Netzes durch Projektion von einem Punkte aus auf die Projektionsebene 
erhalten werden. Bei der zentralen Projektion (Fig. 62) iſt das Auge 
im Mittelpunkt der Erdkugel bzw. der Himmelskugel gedacht. Die Abſtände 
der horizontalen Kreiſe nehmen bedeutend ſchneller nach außenhin zu als 
bei der ſtereographiſchen Projektion. (p = r" ig 8.) Sie wird beſonders ver- 
wandt in der Aſtronomie, um das Himmelsgewölbe von unſerem Standpunkt 
aus auf die im Zenit gedachte Tangentialebene zu projizieren; aber auch 
zu Seekarten, weil größte Kreiſe, die die kürzeſte Verbindung zweier Punkte 
der Erdkugel darſtellen (Orthodrome), bei dieſer 
Projektion als Geraden erſcheinen. Denn die 
Sehſtrahlen nach den Punkten eines größten 
Kreiſes ſind gleichzeitig die Radien dieſes Kreiſes 
und liegen als ſolche in einer Ebene, welche die 
Bildebene in einer Geraden ſchneidet. 

Die orthographiſche Projektion iſt eigentlich 
eine Parallelprojektion, da hierbei der Augpunkt 
als der unendliche ferne Punkt eines Durchmeſſers 
angenommen wird. Bei der orthographiſchen Figur 67. 
Polarprojektion (Fig. 67) z. B. werden die Me— 
ridiane zu geraden Linien (Radien); die Breitenkreiſe werden zwar als 
Kreiſe und auch längentreu abgebildet, doch findet eine ſtarke Verzerrung 
in den Randgebieten ſtatt. 

Dieſe drei beſchriebenen perſpektiviſchen Entwürfe gehören zur Gruppe 
der azimutalen Projektionen, ſo genannt, weil das Azimut bei der Abbildung 
ſich nicht ändert. Bei allen azimutalen Karten wird das Bild auf eine Be- 
rührungsebene entworfen. f 

Andere Karten werden erhalten durch Abbildung auf einen Kegelmantel. 
Bei dieſem ſogenannten Kegelentwurf bezieht man einen Streifen der 
Kugeloberfläche auf den Mantel eines Kegels, der die Erdkugel längs eines 
Kreiſes berührt, Projektionszentrum iſt dabei der Mittelpunkt der Erde. 
Als Berührungskreis wählt man gewöhnlich den mittleren Parallelkreis 
des abzubildenden Gebietes; man erhält dann die normale oder rechtachſige 
Kegelprojektion, bei welcher die Kegelſpitze in die Verlängerung der Crd- 
achſe fällt. Je näher das Gebiet dem Pol liegt, um ſo flacher wird der Kegel. 
Im Grenzfall, am Pol ſelbſt, entartet er zu einer Ebene, der Berührungs— 
ebene; man erhält dann alſo eine azimutale Projektion als Sonderfall des 
Detlefs, Anfangsgründe der darſtellenden Geometrie. III. 5 
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Kegelentwurfs. Liegt das darzuſtellende Gebiet dagegen in der Nähe des 
Aquators, ſo iſt der entſprechende Kegel ſteil, bis er im Grenzfall in einen 
Zylinder übergeht: Zylinderprojektion. 

In beiden Fällen, der normalen Kegel- wie der normalen Zylinder- 
projeftion, entſprechen den Meridianen gerade Linien, nämlich Seiten- 
linien des Kegels bzw. des Zylinders, den Breitenkreiſen Parallelkreiſe 
des Kegels bzw. des Zylinders. Wickelt man den Kegel- bzw. Zylinder⸗ 
mantel ab, ſo erhält man den Kegel- bzw. Zylinderentwurf. 3 

Die Zone, von der ein Kegelentwurf hergeſtellt werden ſoll 
(Fig. 68), habe den mittleren Breitenkreis p, der zum Berührungs— 
kreis wird. Die Mittelparallele erſcheint 
dann in wahrer Länge als Bogen eines At 
Kreijes, der als Radius die Geiten- 
s länge des Kegels bis zum Mittelkreis hat. 
s=r + cotg 9. Auch die übrigen Breiten— 


kreiſe erſcheinen als Bogen von Kreiſen, 
„ deren Mittelpunkt auf dem als gerade e, 
Linie erſcheinenden Mittelmeridian liegt. 
Rn Bei der Abwickelung des Kegelmantels p 
Figures entſteht alſo ein Kreisausſchnitt, bejjen 
; Radien die Projektionen der Längengrade 
ſind; der Schnittpunkt der Längengrade iſt der Mittelpunkt der konzentriſchen 
Kreiſe. Die beiden Syſteme von Linien ſchneiden ſich alſo ſenkrecht. 

Aber dieſe Projektion iſt weder winkeltreu noch flächentreu. Denn die 
Abſtände der Längengrade werden nur auf einem Parallelkreis, dem Mittel— 
parallel, richtig; nach N werden fie zu klein, nach § zu groß. Daher wird die 
Kegelprojektion nur zur Abbildung von Zonen geringer nordſüdlicher Breite 
benutzt, während die Oſt-Weſt-Ausdehnung beliebig groß ſein kann. 

Die Gerade AB der Fig. 69 ſtelle den Mittelmeridian des abzubildenden 
Gebietes dar. O fei der Punkt, durch den die Mittelparallele geht. Der Mittel- 
punkt C der konzentriſchen Kreiſe läßt ſich folgendermaßen finden: An— 
genommen, die Punkte D und L hätten die Breiten p, und qe, und es fei DD, 
bzw. E EI = 1°. Dann ift 


Figur 69. 
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Es verhält fich 


(Gh oN HN. GE EN ONE AH 180.8 
„5% ; 


180: (cos Pz — COS Dy) 


Tr (Pi — Pa) cos Do 
180 COS Pg — COS Qy 

läßt ſich alfo konſtruieren. 

Um ( beſchreibt man jetzt mit CD, C0, CE, CB die Kreiſe, die die Breiten= 
kreiſe vorſtellen. Die Bilder der Meridiane werden erhalten, wenn man den 


GE= 
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Abſtand zweier Längengrade = —~" i 805 7 auf dem Kreiſe durch O wieder⸗ 
holt abträgt und die dadurch erhaltenen Punkte mit C verb'ndet. Einzelne 
Punkte werden dann auf Grund ihrer Koordinaten eingetragen. Hat z. B. 
der Punkt P die Breite ps, fo berechnet man den zugehörigen Halbmeſſer 


CP=CF zu ra (Pa — ga) | 008 Pa Auf dem mit CF um C be- 
180 COS Pz — COS (pg 


ſchriebenen Kreisbogen trägt man FP = 180 


Längenunterſchied von P gegen B bedeutet (Fig. 70). 

8 In der Praxis wird der Kegelentwurf in einer etwas abgeänderten Form 
benutzt, bei der die Meridianabſtände auf zwei Breitenkreiſen abgetragen 
werden, ſo daß die Längengrade nicht mehr im Pol d c 
zuſammenlaufen, fondern in einem anderen Punkte 人 
onvergieren. (Karten der europäischen Länder, außer th 
Rußland). 

Bei der normalen Zylinderprojektion — der 
Zylinder möge längs des Äquators berühren, Aug— 
punkt iſt der Mittelpunkt der Kugel — erſcheinen die 
Längenkreiſe nach der Abwicklung als parallele Ge— 
raden von der Richtung der Erdachſe, die Breitenkreiſe 
als parallele Geraden ſenkrecht dazu. Bei der Ab- 
wicklung erhält man alſo eine Ebene, in der die Pro— 
jektionen der Längen- und Breitengrade ſich recht— 
winklig ſchneiden. Der Abſtand zweier Breitengrade Figur 70. 
wächſt dabei mit der geographiſchen Breite. 

Die Breitenkreiſe ſelbſt werden ſämtlich vergrößert zu Kreiſen mit dem 
Radius r des Zylinders; auf der Karte herrſcht alfo in der Richtung eines 


cos S3 A ab, wenn A den 


Breitenkreiſes eine Längenverzerrung =r „da er in Wirklichkeit die 


Länge 2 7 - cos o hat; d. h. der Abſtand der Meridiane wird umgekehrt 
proportional dem cos der geographiſchen Breite vergrößert. Zonen zu 
beiden Seiten des Aquators kann man alſo nach dieſer Projektion gut 
abbilden (warum?). Je weiter man ſich aber vom Aquator entfernt, 
um ſo ſtärker iſt die Abweichung zwiſchen wahrer Geſtalt und Projektion, 
weil die Längengrade in Wirklichkeit nach dem Pol zu konvergieren, 
während fie auf der Karte dieſelbe Entfernung wie am Aquator haben. 

an muß infolgedeſſen entweder das darzuſtellende Gebiet beſchränken, 
oder aber man ſtellt für einen Ort dieſelbe Verzerrung wie in der Querrichtung 
auch in der Richtung des Meridians her. Man vergrößert alſo den Abſtand 
zweier Parallelkreiſe in demſelben Maße, wie die Erdoberfläche an dieſer Stelle 
in der Richtung eines Breitenkreiſes erweitert erſcheint. Da die Breiten- 


a 1 BR 
verzerrung it, muß auch der Abſtand zweier Parallelkreiſe im ume 
COS 


gekehrten Verhältnis des cos der geographiſchen Breite vergrößert werden. 


o 
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Die Meridiane ſind bei dieſer Darſtellung gleichabſtändige Geraden, die 
ſenkrecht zum Aquator, der als Strecke von der Länge 2 7 gezeichnet 
wird, verlaufen. (Fig. 71.) 

Zu einer angenäherten Beſtimmung des Abſtandes eines Breitenkreiſes 
vom Aquator gelangt man, wenn man vom Aquator aus jeden Grad des 
Meridians mit dem reziproken Wert des cos der zugehörigen mittleren 
Breite multipliziert und die Summen der ſo erhaltenen Werte addiert. Das 
Ergebnis wird um jo genauer, je kleiner man die Abſtände der Breiten- 
kreiſe wählt, wenn man alſo ſtatt in Breitengraden etwa in Breitenminuten 
fortſchreitet. Die exakte Löſung iſt folgerichtig gegeben durch die unendliche 


p 
71 22 Tt o 
Summe r| 8580 dą = r'ltg (i + 7 


Eine erſte Karte dieſer Art iſt von dem in Duisburg lebenden Geo— 
graphen Kremer gen. Mercator ( 1594) gezeichnet, natürlich nicht unter 
Verwendung der damals noch unbekannten 
Integralrechnung und des Begriffs des na— 
türlichen Logarithmus. Nach Mercator heißen 
alle nach der oben angegebenen Formel Der= 
geſtellten Karten Mercatorfarten oder Mer— 
catorprojeklionen, obwohl es ſich dabei um 
keine Projektion im eigentlichen Sinne han— 
delt. Die Mercatorkarten ſind winkeltreu, da 
jedes kleine Flächenſtück im gleichen Ver— 
hältnis in der N⸗S-Richtung wie in der O-W= 
Richtung gedehnt wird. 

Die Flächentreue iſt dagegen nicht erfüllt, 


Figur 77. da die Flächen im Verhältnis KA: zu⸗ 


nehmen. Beſonders ſtark vergrößert werden bei 
dem Mercatorentwurf die polwärts liegenden Gebiete. Die Polargebiete ſelbſt 
werden niemals in Mercatorprojeltion dargeſtellt, da der Wert des Integrals 
mit unbegrenzter Annäherung an die Erdpole über alle Grenzen wächſt. 

Die Bedeutung des Mercatorentwurfs liegt zunächſt darin, daß er Karten 
von großen Teilen der Erdoberfläche ermöglicht, beſonders Klima-, Ver- 
kehrskarten uff., bei denen es auf die Größenverhältniſſe nicht ſehr ankommt. 
Ferner ſtellt die Mercatortarte Loxodromen, das ſind Linien, die die Meri— 
diane unter gleichen Winkeln ſchneiden, als Geraden dar. Da auch heute 
noch die Schiffe oft mit einem feſten Kurs fahren, eine ſolche Bahn aber 
auf der Mercatorkarte als Gerade erſcheint, hat ſie noch immer in der See— 
fahrt ihre beſondere Verwendung. 

Es gibt noch eine ganze Reihe von Kartenprojektionen (3. B. die Preußiſche 
Polyederprojektion der Generalſtabskarten und Meßtiſchblätter), die je nach 
dem Umfang des abzubildenden Gebietes und nach dem Zweck der Karte 
verſchieden ſind. Die (angewandte) Mathematik hat für jeden einzelnen 
Fall die meiſt ſehr verwickelten Geſetze der Abbildung aufgeſtellt. 
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